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et si on l'écrase ?

En cette nouvelle saison de I'Atelier
Scientifique, nous avions fait legpet de tra-

ou des tentatives pOU prailler sur le theme de la cartographie, car
n

aplatir une sphere.

par Wafa Sekita, Frédéric Tribeau, Emilie
Lang, Ngau Uy Kheang, Michel Meireles,
Audrey Bensaid, Atelier de pratique scienti-
fique du lycée Jean Macé ddry (94)

enseignante : Karin van fehterre
chercheur : Christophe Hazard

lycée de Vitry (94) — aplatissement de la
sphere

ous voulions savoir comment on pouvait
représenter la Terre sur un planisphére. Au
début, nous ne savions pas comment orienter
nos recheches, car ce théme nous semblait
trés vaste.

Un jour, la prof de philo nous a posé ceopr
bleme : peut-on aplatir la sphére sans la
déformer ? Lun d’entre nous a répondu caté
goriquement que ce n’était pas possible. La
prof de philo prétendait au contrarqu’elle
pouvait découper une peau d’'orange d’ une
cettaine facon pour |’ aplatir sans la défor -
mer et nous étions convaincus du contraire.

A pattir de cette simple question, nous avons

Peut-on aplatir une sphere ? Quel est le plus couit ciécouverque tout ce qui se passait sur la

min d'un point & un autre sur la sphere ?

Nous tenons a remercier Madame A. M.
Divetain, grace a laquelle nous avons pu
connaitre la plupart des ouvrages utilisés.
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sphee était “ spécial’; on peut aplatir un
cube ou un cylindre, mais peut-on faire de
méme avec une splec?

Peut-on aplatir
déformation ?

une sphere sans

Est-ce qu’on peut aplatir une sphere en
conservant toutes les longueurs, les formes,
les surfaces ?

On arrive a aplatir un cylindre en le décou-
pant, tout en conservant les longueurs
intactes. On peut dire alors qu'on a aplati le
cylindre sans déformation. Alors que dans le
cas d’'une sphére, |I’aplatissement parait
impossible : on n’arrive pas a aplatir une
demi-sphére, un quart de sphére; on est obli
gé, a chaque fois, de découper encore plus.

Montrons qu’on ne peut aplatir une toute
petite surface, aussi petite soit elle, sans la
déformer

Sur une surface, aussi petite soit-elle, il y a au
moins trois point#A, B et C non alignés. Ces
trois points définissent un plan qui coupe la
sphére suivant un cercle auquel appartiennent
A, B et C. Ce cercle délimite une petite calot
te sphérique. Comparons la longueur d’'un
diamétre, par exemple [AA], du cercle pas-
sant parA, B et C, et la longueur de l'ar8A,
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arc du grand cercle passant paet A’ de la < Les arcsAB non centrés e (on dira d’eux
sphére. Comme le chemin le plus court eniye’ils sont centrés eq).

deux points est la ligne droite, I'arc AA" est . N . ,

; Ces arcs résultent de l'intersection d’'un plan
plus long que le segmemA], et cet arc ne P. passant paf2 avec la sphére; on détermi
pourra pas étre aplati dans le cercle considé P P P '

i nera leur mesure par.f3
' r désignant), A] et B désignamAQB
Par le calcul : arcAA = Rx O A deS|g[1§n_t I'inclinaison d€ par rappprt a
P, on définit la mesure des asB centrés en

AA =2Rxsin @/2 Q en fonction de a , RetA

AR _sin (@/2) _
arcAX a2 On obtient :AB centré e =

Etant donné gu’on ne peut pas aplatir une Rﬂl—co§ a/2 sin? )\.

partie de la sphere, aussi petite soit elle, en S sin @/2
gardant intactes toutes les longueurs, la Sim o _
réponse & notre question de départ est bien : {1—cog arzsir? A}

« On ne peut pas aplatir une sphere sans la
déformer » Nous avons donc une expression a deux
variablesa et A pour la mesure des aré®
trés en Q, ou en O, avec A = 0. Afin de
eterminer l'arc le plus court nous prendrons
lusieurs valeurs pour la variable A en gar-
ant l'autre constante, et on trace la représen
tation graphique de cette fonction ; et I’on
constate quéB centré erO est toujours infé
rieur aAB centré erQ sauf si I'une des trois
variables est égales a 0 auquel cas tous les
arcsAB sont égaux .

Dans le plan, le plus couchemin en& deux
points est le segment, mais qu’en est-il sur ]
sphée ? S on tend un éastique entre deux
points sur un ballon, on voit que I'élastique g
une position d’équilibre, qui correspond au
plus court chemin entre les deux extrémités,
et ce plus codrchemin en& deux points est
un arc de grand catle.

Le plus court chemin entre 2 points d'une
sphere.

Le plus coutt des arcs de cecle entre deux
points d’'une sphee

Considérons une sphé@de centreO et de
rayonR. SoientA et B 2 points de la sphere,
et soita la mesure de I'anglaOBen radian.

Par 2 points appartenant a une sphére il passe

une infinité d’ arcs, ces arcs étant définis Mesure de cet ac AB en fonction de la latt
comme étant a l'intersection d’une infinité daude et de la longitude

plans et de la sphéef& On constatera 2 types

d’arc : Nous avons déterminé, précédemment, que la
plus courte distance entre 2 poitet B de

la sphére esta.R, R étant donné ; il ne nous
L'arc AB centré en O appartient a un grand reste qu'a exprimen en fonction de la latitu
cercle (un grand cercle étant l'intersection dke ¢ et de la longitud® de ces 2 points,

la sphere_ avec un pla pas§ant pao, il y Coordonnées,dans un repére orthonormé
en a une infinité sur une sphére) sa mesure direct‘o 2 ?Q AKXy 2) etB(X ;Y ; 7)
est définie par a .R, ou R désigne le rayon L Y Y

du grand cercle. On obtient :

» L’arc ABcentré erD.
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* pOurA: X =R.cos@ cos¢ ; » Qu'est-ce qu’'un angle ?
y= R.sinB.cos¢ ;

et 7=R sind On definira un angle sur une sphere par

l'intersection de deux arcs (ici ,aiB et arc

* pourB: X = R.cos@'.cos¢’ ; AC) empruntés a deux grands cercles. On
y = Rsin@.cos¢’ ; peut caractériser cet angle par les deux tan-
et Z =Rsing’ gentes formées par la droite d’intersection

On sait que le produit scalaire des vecteurs des deux plans des grands cercles.

OAetOBestxxX + yy + zZ = OAxOBxcosa En efet, les deux grands cercles caractérisent
avecOA=OB=R, ce qui donne : deux plans et une droite d’intersection. Cette
droite d’intersection est orthogonale aux deux
2 = . : :
(XX +yy +22)/R"= cosa tangentes passant par le point d’intersection
On obtient donc : formé par les deux arcs de cercle

AB=Rxcosi(cosp.cosh’.cos@-90')+sind.sin’)

AN
Nous conclurons donc en disant que le plus 5/* “‘rs
court chemin entre 2 points A et B sur une ' - \\ B
sphére est une portion d’ arc de grand cercle . _'_';_L/__“_;-/
de la sphére dont la mesure est :

AB=Rxcos?(cosp.cogp’.cos@-0)+sind.sinp’)

Maintenant que I'on sait que le segment st
un plan corespond a un arde grand ceaile
sur une sphéere, on peut regader ce que
devient un angle, un triangle sur la sphére
par exemple. On a étudié quel ques aspects
des triangles cuwilignes.

* Quelle peut étre la somme des mesures
des angles d’un triangle sphérique ?

Les triangles sphériques.

Comme nous ne sommes pas sur un plan,
nous nous sommes demandés si la propriété

“ la somme des mesures des angles d'un tri
* Qu’est-ce qu’un grand cecle ? angle est 180°” est respectée sur la sphere
Nous avons étudié le H,;o.\
cas particulier des tri- 1 “‘C\.\
angles équilatéraux. / f A Bk
En prenant le triangle i ! S
gcupant 1/8¢me de la '\L (e R ],,.

Un triangle sur la sphére est constitué par
trois arcs empruntés a trois grands cercles.

Sur la planéte Terre, les cercles polaires, les
tropiques, I’ Equateur sont des paralléles.
Madrid et New ¥rk sont sur le méme pairal
lele. Mais les paralléles ne sont pas toujour
le plus court chemin d’un point & un autre : 2

S |

L s o e i
plus court chemin , c’est I'arc de grand cercfe;helzi |Zns§ril:;§?jg: K\ f.-’
(c'est la quedgtion de « I’ orthodromie » pré- 9 s

mesures des angles

sente_e plus haut) de ce triangle vaut

-\.u1.|-1l|. -E.E_-\.th.{'hg '|.l.'. ST

/«:‘L’;__“:j_:_":x S cercle polaire 3 x90°=270°.
< o as B Ftrop|que . . . . ‘o
N s L S 1
K — j équateur A,Iors, il doit exister d’autres trlgngles équila
\\‘ —; ] téraux n’ayant pas d’ angles droits, et donc
A <fm-a ey des triangles dont la somme des angles est
et £ _“———~* ‘grand cercle

auss différente de 180°. Pour répondre a
+! passant par . , . .
4 New-York et Cette question, on a effectué une migration
/ Madrid. des sommets sur la sphére afin de voir la pro
e 50 6 = gression des angles.

AR

Y “,_

1\‘

—
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Le plus petit triangle équilatéral aura la
somme de ses angles supérieurs strictemet
180°, car on ne peut pas parler de plan (vc
partie ). Le plus grand triangle équilatéral
aura des angles qui vaudraient au maximum
chacun 360 — 60 = 300°. La somme des
angles est strictement inférieure & 300 =
900°

N
-
-
—
=
. , = Sor
En conclusion : la somme des angles d’'un ti .
angle équilatéral sphérique est comprise-stri : ]
'.-7 LG

£

tement entre 180° et 900°.

b

H,-f‘_}h |
.

y

i

e _ e [ 180
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15| il Nous avons voulu calculer les déformations

| ﬁ subies pour chaque projection. On va pour

o 2 chacune d entre elles calculer la distance
H%H entre deux points de méme longitude,

d’abord sur la sphére puis sur le plan. On

. R s pourra alors évaluer les déformations et étu
Pul sque les regl&s\ de Ia,geo[ne_trle p|<::ll’_le N dier les différents aspects de chaque projec-

s appliquent pas a la géométrie sphérique, tion.

comment peut-on farpour ende compte du

monde, supposé sphérique, avec des repré- On précise pour chaque projection cue

sentations planes (atlas, cartes...). Nous R = rayon de la sphere
avons étudié des moyens diféts de poje - ¢ = latitude en degré
ter une sphér sur un plan. 6 = longitude en degré

L N E = point au niveau de I'équateur
Les projections cylindriques. A = point quelconque sur la sphere
Aprés avoir vu qu’on ne peut pas aplatir une A’ = projeté deA sur le cylindre

sp_hee sans ,deformatlon, on va mr_:lmten’ant La premiére projection est appelée projection
v0|r\les difféents modes de tp?ectlon d'une cylindrique perspective. Elle se fait a I'aide
sphee sur une surface que Io_n peut aplatig, cylindre tangent a la sphére au niveau de
eton apense a deux teg de pojections: la I'équateur La projection des diérents points
projection sur un cylindr et la pojection sur de la sphere s’obtient par intersection de la

un cone. demi-droite PM) et du cylindre.
On va d’abord s'intéresser aux projections ‘
cylindriques, pour cela, on a étudié trois-pr¢— o

jections, les premiéres qui hous soient venu .
a l'esprit. X

surface développée U
o g |

aur

b 50

T
\‘H___/s‘
@ O

e 1807 0° 180°
w o projection cylindrique perspective
" |
e

On remarque sur cette projection que

. * le point et son image sont alignés a@egc

e o Te0
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» E ed I'image de E car le cylindre est tan- ‘ = 4
gent a I'’équateur donc il n'y a pas de défoQ
mation pour les points de I'équateur ; o

* les pbles sont projetés a l'infini.

On a donc calculé la distance entre deux

points de méme longitude sur la sphere: ~— 3 90

EA=¢ x 2R/ 360 ;EA = R x tan¢. On projection cylindrique équidistante

T s e s 1 ura sphiret =0 x 2« cosp 360
P y sur le cylindre : L'M’ = @ x 21R / 360. La

EA = EAx180xtand / Tt déformation est donc’M’ / LM = cos¢.

90

fgcd?:éﬁmfepégjﬁcatr'ft?ér?pfdd@ecf)g e&t.'fn? (Note du professeur : la longueur d’'un arc de
ylindriq ’ . ardléle n'est pas la“ distance entre les
en projetant orthogonalement les points de'la : N : .
X 2 N eux points sur la sphére, sauf si le parallele
sphere par rapport a |’ axe des pdles sur un et ' Equateur lui-mame. car ¢ est un arand
cylindre tangent a I'équateuomme pour la q : 9
i AT . . cercle).
premiere projection, il y a peu de déformation
au niveau de I'équateurlus on se rapproch
des poles et plus c’est déformé. Le dessin
plan aura donc pour largeur 2R soit le dia= Aprés avoir étudié les projections cylin-

meétre de la sphere puisgu’on projette ortho-  driques, on s’ est occupé des projections

qa%s projections coniques.

gonalement. coniques. Les deux projections qu’on a étu-
diées ont le méme principe que les projec-
T T - . -
] | tions cylindriques.
L 00°
/g surfaces développées :
- il 00 [2R i .
180 0 1 m:’o”
T
—

projection isocylindrique de Lambert

On a donc calculé la distance entre deux
points de méme longitude sur la sphere :
EA=¢ x 2R/ 360 ; et sur le cylindre :
EA = Rx sin¢. La déformation est donc

EA / EA=180xsing / Ttp

La troisieme projection, appelée projection
cylindrique équidistante, s’obtient toujours e
projetant un point de la sphére sur un cylind
tangent a I'équateur mais cette fois en respe/----
tant la distance qui le sépare de I'équatdur
n'y a donc pas de déformation pour deux
points de méme longitude puisque les lon- Pour la projection perspective, ou centrale,
gueurs sont conservées. On a alors procéddoas considérons une sphere de centre O et
'étude de deux points de méme latitude. Ade rayonR. Q désigne I'angle au sommet du
passage, cette étude peut s’appliquer pour ¢éése mesuré en degrés, @ |I'angle AOE en
deux autres projections. degrés, avec E un point sur |’équateur, et A

o
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un point quelconque sur la sphéfeet E doi-
vent étre de méme longitude pour que nos
calculs soient corrects, et le cone doit étre
tangent a la sphere en un ceftle

Cette projection consiste a tracer la demi-
droite [OA) pour obtenir le point d’intersec-
tion avec le cbne qui sera le pokit Pour le
point E c’'est la méme méthode et pour tout
autre point de la demi-sphére.

o

demi-sphére. On pourra remarquer qu'il n'y a
pas beaucoup de déformations au niveau du
cercle T ; plus on ira vers les pdles, plus ce
sera aplati. De méme pour cette projection
I'arc de cercle aura pour équatioAE = ® x
21R / 360, la distance sur le cone seE’

= Rsin® / cosS (S= Q/2) La déformation
est :A'E'/ AE= (180x sin®) / (Td x cosS).
Pour rendre tout cela plus concret, on a fait

des calculs avec des distances réelles en km

et des villes réelles. Les déformations pour
chague projection se voient donc plus nette-
ment. On a établi un tableau de comparaison
avec trois villes, la premiére étant située sur
I”équateur et les deux autres plus ou moins
éloignées mais ayant toutes les trois la méme
longitude. On a d abord calculé la distance
réelle sur la sphere puis la distance sur

projection conique perspectivechaque projection :

On pourra remarquer qu’il y atrés peu de

déformation au niveau du cercleet plus on (10°E)

s’éloignera de ce cercle plus on aura de
déformation.

Equation de la longueur de I'arc de cercle :

AE = @ x 2riR/ 360. Equation de la longueucylindre 2

de la projection de I"arc sur le cbne :
AE=Rtan Sx Rtan (®-9. (S=Q/2) La
déformation est donc :

E'A'/ EA=180x (tan S + tanp-5)) / 1.

Notons gue cette projection est trés utilisée
pour projeter les poles lorsque &sbbtus.

Pour la projection conforme de Lambert on

Villes Libreville Tunis  Hambourg Trondheim
(Gabon) (Norvege)
Latitude 0° 37°N 53°N 63°N
RS okm 4132 km 5920 km 7037 km
Cylindrel Okm 4822 km 8493 km 12560 km
Okm 3851 km 5111 km 5702 km
Cylindre3 0Okm 4132 km 5920 km 7037km
Cone 1 Okm 4480 km 6411 km 7851 km
Cbne 2 Okm 4447 km 5901 km 6584 km

Pour conclure, on peut dire qu'il existe d’autres cartes
et d autres maniéres de projeter plus perfectionnées
mais qu’on n’a pas encore étudiées et notre projet
pour I'instant est d’arriver a la projection de
Mer cator, une carte du XVIéme siécle mais toujours
utilisée de nos jours. On vous montre donc quelques
exemples des autres cartes qui existent. On voit qu'il

aura les mémes notations que pour la prem@é existe beaucoup et on ne se demande plus, bien sir,

re. Cette projection consiste & tracer une-drfjf

elle est la plus juste, car, de fait, cela dépend de son
lisation.

te perpendiculaire a I'axe de la terre qui-cou
pera le cone en un point, Ale méme pour la g|gL IOGRAPHIE
projection de E et pour tout autre point de la

180” 1807

0°

R. d’Hollander Historique de la Loxodmie

F. Joly, La cartographie(Ed. PUFE Que sais-
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J. Lubczanski, Ou est le trésor de Rackham
Le RouggEd. CEDIC 85).

Y. Ollivier, Les projections cartographiques
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