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“MATh.en.JEANS” en 1997

Le but de notre recherche est de remplir des
rectangles a l'aide del’ ” sans trou ni che
vauchement, les formes appeléek ™ étant
représentées par :

Nous allons définir les différents “ L ” per-
mettant de remplir un rectangle, puis établir

la liste des rectangles pavables en fonction de
leur aire.

les“ L” permettant de remplir un rectangle

Proposition 1 :Les “L ” ayant au moins un
c6té de longueur 2 unités peuvent paver des
rectangles.

Démonstration. Soit x la base la plus longue
du“ L ", I"autre c6té a, par hypothése, une
longueur de 2 unités. En les placant téte-
béche on peut construire un rectangle de lon
gueur &+ 1) et de lageur 2.

On peut donc avec cetypede “ L ” former
des rectangles de taillek2 (x + 1)) aveck
etl des entiers naturels non nuls.

Exemples de rectangles pavables :

Proposition 2 : Les*® L ” ayant leurs deux
c6tés égaux a trois unités ne permettent pas le
pavage de rectangle.

Démonstration.Dans chaque exemple que
nous fournirons, les carreaux gris représen-
tent les parties non pavees. La case (i, j)
représente la case située dangecolonne,
a lajemligne.

Commencgons par paver la case (1, 1) par des
“L”roses ; il y a3 cas possibles, les deux
derniers,b et c revenant au méme par syme
trie :
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Etudions le cas b : essayons de
paver la case (2, 1) :iln'y a qu’

seul cas possible, qui débouche#
un trou non pavable, en noir

Le casc se traite comme le cds par symeé
trie.

Etudions maintenant le cas a : essayons de

Proposition 3 : Les“ L ” ayant leurs deux
cOtés égaux a n unités ne permettent pas le
pavage de rectangiex 3.

Démonstration. On refait une démonstration
dans le méme esprit que la précédente.

Essayons tout d’abord de paver la qdsd) :

paver la case (2, 2) en noir ; 3 cas se prési [ [] 11

tent.

|
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Pour le cas a,, pavons la case (3, 2) : une
seule possibilité, qui conduit a deux cases
non pavees.

Le cas ag se résout de la méme

L de paver la case (2, 3).

nf— n — N

L |
n n n

Les deuxiemes et troisiemes cas sont équiva
lents par symétrie.

Etudions le deuxieme cas et
essayons maintenant de pave
case (1, 2) : il Ny aqu'un cas
possible qui conduit a une
impossibilité de paver les cases [ 1
noires.

maniére par symétrie en essayaRegardons maintenant |e premier cas en

pavant la case (2, 2).

Etudions le cas, : pavons la case (4, 1) (une - ] L

seule possihilité, en gris) puis la case (5, 2)

aqg ajp

(deux cas). Le cas a;; aboutit a deux cases
non pavables. Poursuivons le cas a;, en
pavant la case (3, 3) :

H:: | L0 |

on aboutit a des cases non pavables.

Tous les cas possibles ont été étudiés, la
démonstration est terminée.
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| 1

De nouveau les deuxiéme et troisieéme cas
sont équivalents par symétrie.

Le deuxieme cas donne lieu ¢ °

figure ci-contre en pavant la |

case (2, 3). B
am__

Le premiercasdonnelieuadeuxcasen
pavant la casen(+ 1, 1) puis la casen(+ 2,
2).

[ 11

On a étudié tous les cas possibles qui se sont
révélés a chaque fois impavables.
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les rectangles pavables, d’'aprés leur aire  En les mettant bout a bout verticalement puis

i . . horizontalement, on peut créer des rectangles
Etudions maintenant les aires des rectangles de taille 6(3k + 2K), k, k', n entiers naturels.

qui peuvent étre paves entierement, sans trou
ni chevauchement, par des * de la forme :

Or tout nombre entier naturglsupérieur ou
€gal a 2 peut s’écrire sous la forme+32K.
En efet :

Proposition 4 : Les rectangles dont I’ aire

T h ; * six est pairil s’écrit ' de maniere éviden
peut s’écrire sous la forme k & 2k, aveck ) pair

et k' des entiers naturels non nuls, sont e
pavables. * si x est impaiy x-3 est pair dong — 3 = X
. . doux=3+ X,
Démonstration.Prenons un rectangle
simple : Donc, on peut construire tout rectangle de
taille 6n x x.

Appelons sa longueur a et sa largeur
b, alors l'aire de ce rectangle est :

Proposition 6 : Les rectangles dont I aire
A=axb=3x2. peut s’écrire sous la forme& & 5k’, aveck et

. . " k’ des entiers naturels non nuls, sont
On constate que si |’on reproduit ce méme avables

rectanglek fois, en les placant céte a céte, on
obtient de nouveau un rectangle dont |'aire
s’exprime par A = 3k x 2, et dont la repré
sentation graphique est la suivante :

Démonstration.

En reportant ce rectangle 5 x 9,
on peut créer les rectangles don
nés dans la proposition.

Mais nous pouvons également multiplier K
fois ce rectangle, en les plagant les uns en
dessous des autres, de cette facon :

Bilan.

L es rectangles appartenant aux familles sui-
vantes sont pavables ; c’est-a-dire qu'ilspeu
vent étre comblés sans trou, ni chevauche-

L’aire ainsi obtenue est= 3k x 2K'. ment, grace a desL"" de la forme - |

Proposition 5 : Les rectangles dont |’ aire o 3k x 2K

peut s’écrire sous la form&= 6k x k', avec o Bk x K

kK = 2etk K des entiers naturels non nuls, e %k x Bk

sont pavables.

Démonstration.Avec |les formes choisies Nous pouvons égalemfant établir un tableau,
’ naus permettant de résumer les rectangles

nous pouvons former des rectangles de tail . A
6 x 3k et 6x 2K ol k et K sont des entiers pgvableﬁ en fonction de |’ unité choisie pour

la longueur et la lgeur
naturels non nuls. 9 ge

Ce tableau n’est valable que pour lds™de
et la forme :

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Nous avons en abscisse la largeur et en
ordonnée la longueur

1234567289
1 X X X X X X X XX
2 X XO0OXXO0OXXDO
3 X OXO0OXO0OXO0X
4 X X O X X OXXDO
S X X X X X OXXO
6 X OO0OOOOOO0OO0
7 X XX XX OXXX
8 X X O X X OXXO
9 X OX OOO0OXOX

X : représente les solutions impossibles a
paver
O : représente les solutions possibles.
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Exemple de lecterdu tableau :

Prenons, en abscisse, la largeur 8 ; et en
ordonnée la longueur 6. Ce rectangle est
pavable car son air& s’écrit sous la forme :
3k x 2K'; aveck = 2 etk’ = 4. La représenta
tion graphique de ce rectangle est :






