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Le probleme ressemble a celui-ci qui est trés
simple : quels sont les nombres entiers (posi
tifs ou négatifs), qui ont un inverse également
entier c’est-a-dire quels sont lesdansZ tels

équation de
Pell-Fermat
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Quels sont les nombres entiers qui ont un inverse é

lement entier ? Ce probleme trés simple devient
I’ éguation de Pell-Fermat quand on s intéresse non

plus aux nombres entiers mais a tous les nombres d
forme a + bvp ol a et b sont des entiers (positifs ou

négatifs) ep est un nombre premier.

Bordeaux :

COMPTE RENDU sur I'exposé du pro-
bléeme de PELL-FERMAT

Combien y at-il de nombres dont I’ inverse
est entier ? Dand, un seul :1 ; dang deux:
-letl. EtdanR ?

L’exposé fut trés méthodique et organise, et
surtout compréhensible par tous.

De plus, coup de chapeau aux éléves qui,
bien que nombreux, ont réussi a nous prés
ter leurs recherches le plus clairement pos-
sible et a répartir équitablement leur temps
parole.
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gu’il existebdansZ etab=1 ?

Soit p un nombre premier, considérons tous

Ig&s nombres de laforme a + bvp ot a et b
n

&nt des entiers positifs ou négatifs.

Cherchons les nombres a + bVp tels
qu’il existe un nombre ¢ + dvp ou
(a+ bvp) (c + dVp) = 1. Autrement dit, nous
recherchons les nombres de la forane bvp
qui admettent un inverse 1/(a + bVp) de la
méme forme.

Somme et produit des nombres de la forme
a+ bvpouaetb sont des entiers relatifs.

8+4v2) + (1+/2) = 4+5/2

8kita + bvp olla etb sont des entiers relatifs.
Soitc + dVp ouc etd sont des entiers relatifs.

Calculons leur somme :

(@a+b/p)+(c+dvp)=(@+c)+ (b+d)Vp
oua+ cetb + dsont des entiers relatifs.

B+42)x(1+V2)=1 + A2
(-3 + 4/2) x (1 —V2) = —N+72

Soita + bVp otia et b sont des entiers relatifs.
Soitc + dVp ouc etd sont des entiers relatifs.

Calculons le produit :

en

&a+b\/p) x (c+dvp) = ac+ advp + bevp + bdp
€ac + bdp + (ad + bc)Vp ot ac + bdp
etad+ bcsont des entiers relatifs.

Calcul de l'inverse de + bVp ol a etb sont
des entiers relatifs.

exemples

Le nombre 3+4vV2 admet pour inverse
1/(3+4/2) ...
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1 _ 3-4/2
3+42 B+ 42)3-412)
1 _3-42
3+4/2 9-32
1 _3-42
3+42 23
1 -=3,4,

3+4/2 23 23

Le nombre 3+4V2 a pour inverse
(=3/23)+(4/23)V2. Les nombres (—3/23) et
(4/23) ne sont pas des entiers, le nombre
3+4/2 ne convient pas

Autre exemple : le nombre 142 admet pour

inverse 1/(1+2).

1 1-v2
1+V2 (L+V21-12)

1 :1—\/7
1+vy2 1-2

1 :1—\/7
1+v2 -1

L =_1+v2
1+V2

Le nombre 1+/2 admet pour inverse —M2.
Ce nombre 142 convient.

Cas général :

1 - a—-bV/p
a+bip  fa+byp)x fa—bvp)
Commea+ bvp) x (a—bvp) =a2 —pb?
1 _ a-b/p
1 _  a -b
atb/p a2_pb2 +Ca2—pbzarp

Théoreme.Pour qu’un nombra + bvp ot a
et b sont des entiers relatifs admette un
inverse de la méme forme, il faut et il fuf
queaZ—pb2=1oua?—pb?=—-1.

Démonstration :

1 - a -b
a+b/p a2—pr+Ca2—pb2:rIO

Soit un nombre + bvp tel quea? —p b2 =1,

alors__ 1 - g_ .
a+bvp a-b/p

Soit un nombre + bVp tel quea? — pl? = —1,

alors 1 _—_ 54 .
a+bvp a+bip

Réciproquement :

Soit un nombre + bvp tel queaZ —p b2 =k
ouk est un entier relatif.

1 _a,=b
a+bip k' Kk 'P

a/k et b/k sont des nombres entiers que I'on
appellenetm. @=knetb=km.)

On remplace a par k n et b par k m dans
I'égalité a2 —pb2=k:

a2—pb2=k
k2n2 —pkZém2=k
kZ(n2 —pl2) =k
k(n2 —pl2)=1
Deux entiers dont le produit est égal a 1 sont
égaux aloua—1,donc kest égal alou
a-1.

Corollaire.Dés qu' on a une solution (diffé-

Nous cherchona et b pour que les nombresrente de 1 et de — 1), on en a trois autres :

a g —P
a2—pb?2 a2-pb?

soient des entiers relatifs.
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a+bvp
puis —a + bvp
eta—bvp
et —a—bvp.
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Recherche de nombres. 1+vV2) (-1+/2)=1

Dans le cas ol p = 2, I’équation devient : 1+11/7:—1+@
aZ2—2b2 = 1.adonné, calculonb:

(1L +V2)2 (-1 +V2¥2=1

Ziiitf;b% (3+2/2) (3-22)=1
%(az_l):bz 3+2~7_3 212
Cherchons? tel que 1 (a2 1) soit un carré (L +V2)N (1 +V2 =1
d’entier ] :
Nous avons trouvé? = 9 d’ ou l@-1)= 1+ ﬂ” =k1+12)

c'est-a-direh? = 4.

Exemple : A quelle puissance de 1+V2 le

Ce qui donne les nombres 3+2v2, 3-2v2, nombre 19601+1386( est-il égal ?

—3+2V2, =3-2V2. De méme a2 = 289 d'ou
b2 = 144, ce qui donne les nombres 17+¥2A,2

17-12/2, —17+12/2, —17-122. Le nombre 19601+13860v2 est-il une puis-

sance de 142 ? S'il existe un entiek tel que
Ak = 19601+1386@2, commeAk-1 = AK/ A

Dans le cas ou p = 2, I'equation peut aussi - _ (9 a) -

étre :a2— 2b2 = —1.adonné, calculonb :
Ak-1=(19601+1386@2) x (-1 +V2)

Ak-1= (2x13860-19601) + (19601-1386(2)
Ak-1= 8119 + 57412

a2=2b2-1
a2+ 1=2p2
%(a2+1):b2

De méme :

Cherchons? tel que (a2 + 1) soit un carré

AK-2= 3363 + 23782
d’entier

Ak-3=1393 + 9852
Ak—4 =577 + 4082

Ak=5= 239 + 1692
Ce qui donne les nombres 1+vV2, 1-V2, 6 —
—1+/2, 1+/2. De mémea? = 49 d'olib? = 25, ACD=99 + 742
ce qui donne les nombres 7+5v2, 7-5V2, AT =41 + 29/2
~7¥5/2, -1-52. AKB= 17 + 132

Nous avons trouvé? = 1 d’ ou l@+1)=
c'est-a-direb? = 1.

Cette méthode ne nous permet pas de trouver AK9=7 +5/2
beaucoup de solutions. AK-10= 3 4 /2

Puissance d’une solution. A1l=1 +v/2
THEOREME : Dans le cas ou p = 2, les Conclusion :

nombres (1 +/2)", avecn entier relatif, sont
des solutions. 19601+138662 = (1 +V2)12,
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Quels sont les inversibles ?

Soit A I’ensemble des nombres de la forme
a+ b+v2 avecaetb entiers.

Soit B I’ensemble des ééments de A, inver-
sibles dans A. Nous savons que, parmi les
édémentsde B, il y a: 1, -1, 1+V2, —1+V2,
—1-/2, 1-J/2 ainsi que toutes les puissances

Prouvons ensuite quey — x est strictement
positif.

OnaZ2cas:

* soity > x/2 et & — x est strictement positif

* SOity < x/2 et 3/ — x est strictement négatif.
Or, dans ce cas-13, x2 — 2y2 =1 car, 2y < X
et 42 < x2 et a fortiori 32 < x2 etx? — 2y2 est

de ces nombres. Maintenant, il s’agit de vastrictement positif. En conclusion, dans ce

si seules les puissances de (1+V2), (1-2),

cas,x ety doivent vérifier les conditions sui

(-1+/2) et de (—1¥2), 1 et -1, sont des élévantes :

ments deB.

Placons nous ici dans T, le sous-ensemble
deBoua>0etb>0 DansT,ilyales
nombres de la forme (¥2)". (n entier strie

x>0;

0<y;

X2—2y2=1;

X ety entiers naturels.

tement plus grand que 0). Supposons qu’'ilRésolvons ce systeme graphiquement :

ait dansT, au moins un nombma, qui ne soit
pas une puissance de (. Parmi ceux-la,
je choisis le nombren = x + y tel quex > 0,
y > 0 et m le plus petit possible. Divisons
ce nombre par (1+V2). Soit g, le résultat
obtenu : g est forcément plus petit que m,
car (1+/2) > 1, etg est positif car la division
de deux positifs donne un positif. De plgs,
est un élément de B car la division de deux
inversibles donne un inversible.

X + Y2
1+32

Je veux prouver que ce nomigrappartient a
T, donc je vais prouver que X — y et 2y — X
sont des nombres strictement positifs.

=(2y = x)+(x=y)W2

Prouvons d’abord quex — y est strictement

positif.

Repartons de I'équation de Pell-Fermat :
X2 =2y* = #1

Nous pouvons considérer que 2. En efet,

nous sommes, d’'une part, dans le cab s

\

Il N’y a aucun point de coordonnées entieres
qui vérifie le systemeDonc 2x — y est stric-
tement positif.

Conclusion Nous avons prouvé que le

nombre g appartient & T. Comme il est plus
petit que m; il est donc une puissance de

et doncgy > 0. De plusy ne peut étre égal & 1(1+v2). Or m = g (1+V2). Donc m est lui

sinon on aurait x + yv2 = 1+V2 alors

aussi une puissance de 1+vV2. Nous avons

guex + yv2 ne peut étre égal a une puissandémontré par la méthode de raisonnement par

de 1+/2. X2 = 2y? = +1

X -y =#l+Vy

Ory>2etdonc y"+1>0. Il Sensuit que
x2 —y2> 0 ; doncx? > y2, soitx >y carx ety
positifs.Doncx — y est strictement positif.
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'absurde qudes inversibles deA sont donc
uniquement : 1, -1, 1+V2, -1+V2, -1-/2,
1-/2 ainsi que toutes les puissances de ces
nombres.



