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la suite de Conway

par ??? , DEUG A, 1°°année, Université
d’Aix-Marseille 2

enseignant : Laurent Beddou
chercheur : Christian Mauduit

— suite de Conway
Etude de la suite de Conwayy:= 1,uy = 11,u3= 21,
ug=1211,u,="?

“MATh.en.JEANS” en 1997

Avant toute chose, notons que I’on appelle
suite toute application de N dans un
ensemble. Une suite est dite récurentesi
chacun de ses termes (sauf le premier ou les
premiers) est obtenu comme image du précé
dent ou des précédents, par une fonction. [On
dit del’'entier n qu’il estle rangdun™terme.]

La suite de Conway est une suite réeate
définie parL, = 1 et, pour tout entier naturel

n supérieur a1, L,,,q est la lectue de L.
[NDLC : voir l'article précédent.]

L, 1
L, 1

s 21

L, 12m
Ly 111221
Lg 31221

L, 13112221

lg 111321321

Ly 3113121131221

Lip 1321131112311311221

Voici maintenant la quinziéme ligne. Elle
comporte déja 78 cHiks : 3131122213111
231131112132123132132212111312213
121113222123132213212221. Ce que nous
laisse supposer cette ligne peut étre démontré
(par récurrence et par I'absurde), a savaa :
suite de Conway est composée exclusivement
des chiffes 1, 2 et JAu lecteur donc, de le
prouver !]

Autres maniéres de construire la suite de
Conway

Une dérivation particuliére

A la lignelL,, toute séquence de dinéfs iden
tiques peut étre remplacée par le fthifjui la
compose suivi de leur nombre, ce dernier
étant placé en exposant. Pour trouver la ligne
L+1, il suffit alors de ‘tériver [de maniere
symbolique] toutes ces nouvelles séquences.

L, 1l
L, 12
L, 21 41

L, 11 21 32

... [NDLR. Ainsi, de x& on passe a ax2—1,
puis on simplifiexPxd en xP*d, en supprimant
les termes de la formé.]
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Un automate

Nous appellerons simplettout caractére a la
fois précédé et suivi d'un caractére différent
[ou du vide], sur une ligne donnée de la sui
de Conway. Nous appellerons doublet toute
s&rie de deux caractéres analogues, a la fois
précédée et suivie d'un caracterdétiént [ou
du vide], sur une ligne donnée de la suite (
Conway Enfin, nous appellerortsiplet toute
série de trois caracteres analogues, a la fois
précédée et suivie d’'un caracterdétiént [ou
du vide], sur une ligne donnée de la suite (
Conway

On notePik(n) unk-uplet dei au rangn, ouk On peut de méme établir des régles de simpli
eti sont des entiers appartenant a l'intervalfecation :

i3 Ph(m) Ph(m) = Ph(n)
A titre d’exemple,Pg (n) est un doublet de 3 Pi,(n) P (n) = Ph(n)
au rangn, c’est-a-dire la séquence : 33. On a
ainsi : On peut ainsi retrouver la structure de la
1 1 suite de Conway :
P1(n) - P (n+1)
1 3 1 b 1
P3(n) - P71 (n+1) Py (n+1) P1
PZ(n) - P (n+1) P} (n+1) L 1
P2(n) - P3 (n+1) P2 (n+1) P2
P3(n) - PI(n+1)P3 (n+1) Ls ﬁ,% ol
1F1
3 3
Pi (n) . Pg (n+1) . L4 1%112 .
Pz (n) » Pp(n+1) Py (n+1) P1P1 P>
P2 (r) ~ P2 (n+1) Ls Ul22l, 1 o4
P3(n) — P2 (n+1) P2 (n+1) P2PLPLPIPI=P3P2 Py
Lg 31221
301 52 ol

Pour reprendre I'exemple précédent, un-dou P7 Py P5 P>
b’letdg3a_lurangn_vadonnelPl(n+1)P_1(n+1), L:Z 13112221
c’est-a-dire un simplet de 2 et un simplet de pl p3 pl p2 p2 pl = pl p3 pl p2 pl
au rangn+1, ou encore la séquence : 23. 17127 2r1t1m 112l

Lg 111321321
On peut alors construire I'automate qui décrit P% Pf P% Pi Pf Pf P%
la fornl1at!on de_ Ia §U|te de ConwdNDLR. 3113121131221
Il ne s'agit pas ici d'un automate au sens usuél p3 pi p3 pl p2 pl p3 pl p2 pl
du terme, mais d'un graphe décrivant latectu ~1727171717371717271
re : chaque « sommet » étiqueté Pj donne Lio 1:;;2]%3]211%3]%3111222113 131921
naissance a une suite de deux autres sommets P; P; P] P; P P3 P71 P{ P> P; P; P; P;
qui sont, dans l'ordre, les extrémités des
fleches numérotées 1 et 2, partanP'gQ

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Notons maintenant que |’on peut démontrer En effet : C, =3 T, + 2 D, + S, et nous
(par I’ absurde) que la séquence ...333... avons vu que tout triplet, doublet ou simplet
n'apparait pas dans la suite de Conwfgn au rangn donne un doublet ou deux simplets,
effet, la sequence Pg n'est |'aboutissement c’est-a-dire 2 chifes, au rang + 1.

d'aucune fleche ni d'aucune simplification, et

la séquence P5 ne peut provenir que de P3 < les lignes de la suite de Conway contien
] nent au plus2n — 1chiffres.

Principales propriétés de la suite de Conwa)gdemonstratlon par récurrence.)

Il est nécessaire d’établir une distinction ent?eIes lignes de rang pair se terminent par la

les différents chiffres d’une ligne donnée de sequence L1 et les lignes de rang impair

. . par la séquence 21.

la suite de Conway. Ainsi, nous appellerons

compteurtout caractére qui occupe une posfdémonstration par récurrence)

tion impaire sur une ligne donnée de la suite

considérée, par rapport a la ligne précédentéOn peut encore énoncer une propriété plus

Nous appellerons valeur tout caractére qui générale selon laquelles lignes d’une suite

occupe une positiopaire sur une ligne don construite selon les mémes principes que

née de la suite considérée, par rapport ala ceux de la suite de Conway, et dont le

ligne précédente. terme initial est a (ou a est un chiffre
guelconque), se terminent par ce chife a.

* X étant une valeur ety et zdes compteurs,

on ne trouvera jamais la séquence..yxzx... Soit L, (i) le ieme caractere d'une ligne de

dans une des lignes de la suite considérée.rangn. Il est possible de calculer le nombre
de chifres d’'une ligne donnée :

On le démontre trés rapidement, par I'absur

de : supposons que I'on trouve dans une ligne =Creaz 2)12
quelconque la séquenceyxzx... A la ligne _ .
précédente, il y avait donc Cn = i=0 Lheg (2141)
e X...X X...X 'R = Ln+1(1) +Ln+1(3) + 'R +Ln+1(Cn+1_ 1)

y fois zfois De méme, la somme des dhik d’'une ligne

Par conséquent, a la ligne considérée, nous donnée est :
aurions du avoir ...(y + 2Xx... . Il y adonc

contradiction. 'f—l
c s - T = i+
Cette propriété, de méme que les deflnltlohsg i = OL” (i+1)

ui la précedent, servent de base a beaucoup.
ge dérrrl)onstrations. L)+, @)+ . +L, (C)
« les lignesl, de la suite de Conwayavecn ':(an— 2)/2
grictement supérieur a 1, contiennent un . .
nombre de caractéesC,, pair. Lneq (2i+1) X Lipyq (2i42)

SoientC, le nombre de caractére d’une ligne = [L+1(1) % Ly4+1(2)]

donnée, T, le nombre de triplets, D, le + ...
nombre de doublets &, le nombre de sim + [Lp+1(Crir— 1) X Ly 1(Cha )]
plets. On a:

C,=let: * la suite C,, est coissante.

n>0,C11=2(T,+D+S) (démonstration par I'absurde)

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Etude informatique. On remarque que la premiere courbe, travée

avec une échelle semi-logarithmique, est
Nous avons utilisé pour ce faire le langage @geoche d'une droite d'équatigrr ax + b.
programmation Turbo Pascal et le logiciel

Excel. On peut prendre pour:
Si on reprend I’exemple de la ligne 15, a=[In(5724486)(134)]/(57-17)
elle comprend 78 chiffres répartis comme a=0,266

suit : 39 chifres 1 (soit 50 %), 24 clifes 2

(soit 31 %) et 15 cHifes 3 (soit 19 %)Ces De méme, I'ordonnée a l'origink, sera :
pourcentages sont applicables a toutes les

lignes de la suite que nous avons pu b =1n(9898) — 0,266¢ 33

étudier (Nous nous sommes arrétés a b=0,422

la ligne 57 qui nécessita déja une nuit de

travail a I’ordinateur, cette ligne comportant En passant a une échelle normale, on peut

5 724 486 chifes ') trouver une approximation de I'’équation de la

seconde courbe :
Il est intéressant d’ étudier la progression de
la courbe représentant le nombre de chiffres y = 0,266+ 0,422
en fonction du rang. y=1,525x1,30%.

[La fonction logarithme népérien et sa réci- C’est, comme nous le laissait supposer le
proque, la fonction exponentielle, sont sur lésacé, |’équation d’une exponentielle
calculatrices. Leurs abréviations respectives [NDLR. Resterait a savoir S cette loi appa-
sontln etexp] rente s'étend au dela de la ligne 57 ... ]

échelle logarithmique

123456 78 3WNRLGVRITHITHEIDNAZSHUATEHEISTININIETITAITIITFINANLESM T HELSH OV 2T BT

rang

nombre de chiffres en fonction du rang

1 3 5 7 a " 13 15 17 19 pal 23 =5 & = k3l 33 ¥ ke x 41 43 45 47 49 kal a3 il W

g

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Observations.

Certaines séquences ont une propriété parti-
culiere, gque I’on peut nommer propriété de
stabilité.En effet, il est possible de faire
évoluer séparément deux parties de la

Conclusion et ouvertures.

Ainsi, nous avons réussi a établir un certain
nombre de propriétés caractérisant les élé-
ments de la suite de Conway et leur construc
tion itérative.

séquence pour les réunir ensuite, sans que la

lecture de la suite en soit modifiée. Par

exemple, observons la séquence qui suit :

12 11
2112 31
12212 1311

1122212 111321
2132212 3113121

Nous pourrions démontrer que la premiére
partie se terminera toujours par un 2 (par

Cependant, cette approche est loin d’étre
exhaustive. 1l conviendrait en particulier de
généraliser cette approche aux suitesype
Conway de terme initial a, d’ approfondir
I'étude des séquences stables ...

Il pourrait également étre intéressant de- rap
procher la structure d’'une ligne donnée de la
suite avec des séquences biochimiques
(A.D.N.) ou des représentations fractales ...
[NDLC. On peut réver ...]

récurrence) et que la seconde ne commencera

jamais par ce chiffre (phénomeéne pério-
dique).

[NDLR.II serait intéressant de savoir s la
suite de Conway peut se scinder de cette
maniere ou non ; en particulier, la séguence
112111 apparait-elle quelque part ?]

On peut en tout cas envisager une étude-simi
laire pour les autres suites de la méme famil
le, & savoir toutes celles qui se définissent par
unelecture récurrente.

[NDLR. On trouvera certaines preuves de
propriétés de la suite de Conway dans les
actes du congres MATh.en.JEANS de 1995,

On peut encore noter que certaines séquengage 153.]

n’apparaissent jamais dans la suite de

Conway : c'est le cas des séquences ...333...,

...2332..., ...1131..., ...1313..., etc. (Pour
chacune, il est possible d’en faire une
démonstration par I'absurde.)
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