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— les nombres sans 9
Etude des entiers dont l’écriture n’utilise pas le chiffre
9, et plus généralement des nombres dont l’écriture
dans une base fixée n’utilise aucun chiffre d’une liste
donnée à l’avance.

Comptons les “sans 9”.

Définitions et notations

On appelle “ sans 9”  tout entier positif dont
l ’ écri ture en base 10 ne comporte pas le
chiffre 9. De même on appelle “avec 9” tout
entier positif dont l’écriture en base 10 com-
porte le chiffre 9 .

On note E9 = {n ∈ N : n est un “avec 9”}. E9
est infini  et  dénombrable. Soit (a, b) ∈ N2,
on note [a, b[ l’ensemble des entiers naturels
n compris entre a et b, b exclus (c’est-à-dire
tels que a ≤ n < b).

Comptage.

Dénombrement (arbre)

Considérons les nombres entiers comme des
juxtapositions des chiffres de la base 10. Pour
compter  l es “ sans 9”  dans l ’ i nterval le 
[ 0, 10n[ , n apparti ent à N * , i l  suff i t de
construire tous les nombres composés de n
c h i ffres (i.e. de [0, 10n[) sans le chiffre 9 et
de les compter. On obtient un arbre combina-
toire [où chaque position d’un chiffre donne
lieu à 9 choix possibles]. On compte ainsi 9n

nombres “sans 9” dans  [0, 10n[.

Exemple. Entre 0 et 100, i.e. dans [0, 102[, il
y a 92 = 81 nombres “sans 9”.

Utilisation de la base 9

Soi t a ∈ N \E9. Comptons le nombre de
nombres “sans 9”  qui sont dans l ’ intervalle
[0, a[ : il suffit de considérer l’écriture de a
en base 10, soit a = ap…a3a2a1a0, comme
celle en base 9 d’un nombre a’ :

a’ = a0 + a1×9 + a2×92 + a3×93 + … + ap×9p

[Le nombre a’ est l’effectif cherché]. 

Exemple. Il y a autant de nombres “sans 9”
dans [0, 192[ que dans [0, 188] [car 189, 190,
191 sont des nombres “avec 9”  …]. Or 188
est l’écriture en base 9 du nombre 161 : 

8 + 8 × 9 + 2 × 92 = 161.

il y a 161 nombres “sans 9” dans [0, 192[.
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Remarques

• La proportion des nombres “sans 9”  dans
[0, 10n[, avec n ∈ N, est d(n) = 9n/ 1 0n. La
densité dans N des “sans 9”[, limite de d(n)
lorsque n tend vers l’infini,] est donc 0.  :

• Il y a autant de “sans 9” que de “sans 8” ou
de “sans 7”, etc, dans des intervalles du type
[0, 10n[, n ∈ N.

Extension aux sans k c h i ffres distincts en
baseb quelconque.

Prenons un enti er b > 1 comme base de
numération.

Défini tion. [On choisi t k ≤ b.] On appel le
“sans k chiffres en base b” tout nombre dont
l’écriture en base b ne comporte aucun chiffre
d’ une l iste f ixée de k c h i ffres de cette base.
(Exemple : 12346890 est un sans 5 sans 7 →
c’est un “sans 2 chiffres”, en base 10). 

Comptage : 

Sur le même principe que celui du dénombre-
ment des “ sans 9” , on compte (b – k)n

nombres “ sans k c h i ffres en base b”  dans
l’intervalle [0, bn[. 

Les “avec p-uplets” en base 10.

Définition. Soit  p entier positif non nul. Soit
A un p-uplet c’est-à-dire une séquence

A = (a0, a1, …, ap–1) 

formée de p chiffres de la base 10. On appelle
“ nombre avec A”  en base 10 tout nombre
entier positif dont l’écriture en base 10 com-
porte la séquence A (l’ordre est  donc impor-
tant). 

Exemple. 34878 comporte l a séquence 
(8, 7, 8) mais aussi (4, 8) ,etc.

comptage (formule seule) : 

Le nombre de avec p-uplets en base 10 dans
l’intervalle [0, 10n[, n ≥ p est :

10n–p+1 – 9n–p+1. 

Exemple. Combien de “avec (1, 0, 0)”  dans
l’intervalle [0, 106[ ? Ici n = 6 et p = 3. Il y a
donc 106–3+1– 96–3+1= 3439 nombres “avec
(1, 0, 0)” dans cet intervalle.

Ouvertures - Conjectures.

(i) I l semblerait que le nombre de nombres
“avec k p-uplets en base b” dans l’intervalle
[0, bn[ , soit, avec p ≤ n et k ≤ b : 

bn–p+1 – (b – k)n–p+1. 

(ii ) La fonction définie par 

f(n) = n + 
i=1
∑
in

[E(n/9i) × 10i–1] 
avec in = E(ln(n) / ln(3))+1, serait une bijec-
tion de N dans E9. [NDLC. La notation E(x)
désigne, comme il en est coutume, la partie
entière du nombre x.]

(iii ) J’ai commencé à travailler sur les carrés
et cubes parfaits sans un chiffre. C’est du tra-
vail de probabilistes !

(i v) Problème ouvert : les nombres premiers
sans un chiffre. [NDLR. Par exemple, y a-t-il
une infinité de nombres premiers “sans 9” ?]
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