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coordination article : Thevenet Laurent
compte-rendu de parrainage :

La recherche est basée sur les relations différentes
entre les paramétres d’'un polymino. Les ééves ont
trés bien marqué les dépendances entre tels
paramétres que le nombre de cases, de trous,
d allumettes, d’allumettes formant la frontiére et de
pavés d'un polymino. Il manque de définition plus
stricte d’un trou dans un polymino. La maniéere

générale de la démonstration est correcte mais chaque
cas particulier n'a pas été bien regardén général, la

recherche est tres intéressante.

C — Combinatoire des mor ceaux d’échiquiers
(polyminos)

Le mot “polymind désigne un assemblage de carrés

Notre sujet : les polyminos.

Les polyminossont des morceaux d’échi-
quiers qui sont d'un seul tenant : deux cases
guelcongues ont au moins un cété en com-
mun.

[NDLR : formulation trop rapide de la notion

de «connexité» (cf. article suivant, p. 275) ;
I'idée est que chaque case est reliée au

« reste » par au moins un c6té, et que le
polymino peut étre construit par additions
successives de cases reliées au reste (= ce qui
est déja construit)].

Exemples :

éc

sont des polymino

n'en est pas ul

On peut les fabriquer ...

... avec des allumettes :

29

tous égaux (les “cases”) collés entre eux par un de leur

cbtés. On peut les voir comme des morceaux d’ échi-

quiers ou de damiers. Un polymino composé de deux

cases est ainsi udlomino

Bien que la structure des polyminos paraisse trés
simple, les problémes combinatoires qu’ils posent
saverent difficiles, qu'il s agisse de pavage, de par-

cours ou de représentation. Des relations entre divers
parameétres (nombres de cbtés, de cases, de trous, péri

meétres, ...) peuvent faire avancer |’ étude de ces
formes.
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3 cases carrées, avec 10 allumettes ;
circonférence : 8 allumettes.

... ou avec d’autres polyminos
plus simples :

Deux dominos peuvent former un polymino
de 4 cases ... (mais pas n'importe lequel !)
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Nous avons étudié les trois questions sui- Nombres d’allumettes.
vantes :

[] Y at-il des relations entre nombres de 1)
carrés, nombre d alumettes, circonférence ?
Comment intervient le nombre de “trous” ?

[ ] Quels polyminos peuvent étre construits
avec des dominos ? (2)

Peut-on construire un échiquier avec deux
cases manquantes ?

(7
[ ] On peut parcourir un échiquier en respe:
tant une regle de parcours (exemple : dépl
cement du cavalier aux échecs). Peut-on p 3)
courir de la méme maniére (on ne peut pas
repasser par une case déja visitée) un échi-
quier privé de deux cases ?

(4)

(9)

(5) (6) (10)

Nos décomptes.

Nombre ! Périmetre! Nombre

de carrés! I d'allumettes
1P 4 10 | 13
(2) 13 | 28 | 40
B) 8 | 18 | 25
(4) 5 | 12 | 16
G) 6 ! 10 | 17
(6) 3 ! 8 ! 10
7 6 | 14 | 19
8) 4 | 10 | 13
9 4 | 8 I 12
(10) 4 1 10 | 13
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Nos formules. [On ne peut créer ni trou ni bloc.] N est le
nombre d allumettes ; donc on agjoute trois
N = nombre d’allumettes allumettes dans la formule quand on goute

e £ . trois allumettes sur une case :
p = nombre de “pavés” (un pavé est un bloc

carré de quatre cases) N=3n+1-p-t+3

t = nombre de “trous” (un trou est une régio®n sait que 3n + 3 est éga a 3(n+1) ; n+1
vide entourée d' une succession de cases du signifie qu’il y a une case de plus qu’au
polymino, se touchant par un coté et se fer- début.
mant : chaque case touche la précédente et la

derniére touche la premiére) N=3(+l) +1-p-t

n=nombre de cases ¢ ajouter 2 allumettes: (voir figures 2 et 3)

[] N=3n+1-p-t

P désigne le périmétre (le nombre d allu- vidd
mettes autour de la figure). i i

[] P=2n+2-2-2 Figure 2.a. Figure 2.b. Figure 3.

Démonstratiompar récurrence : [NDLR : On distingue deux cas : dans I'un on crée un
seule la premiere formule est ici étudiée ; upavé supplémentaire [figure 2.a.] et dans
procédure analogue peut sappliquer pour la I'autre un trou supplémentaire [figures 2.b. et

seconde formule.] 3]

Si le nombre de casesest égal a 1, on rem N=3n+1-p-t+2
placen par 1 dans la formule. Comme il n'y a N=3(n+1) +1 - pP+1) -t
ni paveé ni trou a l'intérieyp = 0 ett = 0. On N=3n+1l)+1-p -t

remplace dans la formule, puis on calcule :
N=3x1+1-0-0
N=4 N=3(n+1) + 1 —p— (t+1)
N=3Mm+1)+1—p-t

oup' est le nouveau nombre de “pavés”.

On trouve 4, et comme on sait qu’'un carré a
quatre cotés (donc 4 alumettes), la formule

; out’ estle nouveau nombre de “trous”
est vraie poun = 1.

Supposons que cette formule soit vraie pour ¢ ajouter 1 allumette: (voir figures 4)

n. Silyancases aloréN=3n+ 1 —-p —t.

Pour rajouter une case (on a alors (n+1) ide vid ide
cases)pn peut: [NDLR : le nombre de sous-
cas a examiner est assez grand ; seuls sont

traités ici les plus simples.]

Figure 4.a. Figure 4.b. Figure 4.c.

¢ ajouter 3 allumettes: (voir figure 1) On crée deux “pavés” supplémentaires.

N=3n+1-p-t+1
[En gris la case qui a été rajoutée.] N=3(n+l) + 1 —p+2) —t
N=3(n+1) +1—p —t

Figure 1. . u .
ou p’ est le nouveau nombre de “pavés
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¢ ajouter 0 allumette : (voir figure 5) Pavage par dominos.

[NDLR : dans les autres cas, on ajoute 1 bloc

et 1 trou ou 2 trous ...] On a cherché a paver un échiquier de 64
cases avec des dominos (2 cases cote a cote),

aprés avoir retiré certaines cases de cet échi
b a b vide quier.
. . etc. . o
En régle générale, on ne pourra paver un
¢ d ¢ d échiquier si on enléve un nombre impair de
cases.
Figure 5.a. Figure 5.b.

[] Dans un échiquier de 64 cases, si on
[Dans le cas de la figure 5.a.,] on ferme un enléve les 2 cases aux extrémités d’une dia-
“trou” et on crée donc 4 paveés supplémen- gonale, on ne pourra pas paver le reste de

taires. I'échiquier avec des dominos.
N=3n+1-p-t Loi générale : Dans
N=3(n+1l) + 1 - p+4) — (-1) un échiquier de 64
N=3(n+1)+1-—p -t cases, Sl on enléve

deux cases de méif=
oup’ est le nouveau nombre de “pavestet couleur (2 noires cfpm
le nouveau nombre de “trous”. 2 blanches), on ne

pourra pas paver le
[NDLR : dans les autres cas, certaines des reste de |’ échiquier
cases, b, ¢, d sont vides et on peut fermer Oavec des dominos.
1, 2 ou 3 blocs tout en créant 3, 2, 1 ou 0
trous ...]

Donc la formule est aussi vraie dans tous Ie§ Si on enleve lef™ — B — B — | u
cas pour (n+1) ... donc elle est vraie pour 2 cases aux extrénEsr—

tout nombren supérieur ou égal a 1. tés d’'un méme coOt | _ | u B _ | -
on pourra paver |ejps _.|_.|_.|
reste de I’ échiquier |

avec des dominos. I

I T

[Note du chercheur : une desfifiltés, inat
tendue (et finalement surmontée par cette
« loi »), a été de trouver un pavage de tout
['échiquier par des dominos. La discussion a
amene la conjecture suivante :]

Conjecture : Si on enléve deux cases de cou

leurs diférentes, on pourra paver le reste de
I'échiquier avec des dominos.
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Parcours de I'échiquier
en mouvement du cavalier

Le cavalier peut parcourir deux types de tra
jets : ouvert ou fermé. Les deux échiquiers
ci-apres vous montrent les deux sortes de tra
jets : celui de Collini est ouvert, c'est-a-dire
que le cavalier part d'un point précis, indiqué
en plus gras, pour arriver a un autre. Par
contre, le trajet imaginé par Euler est fermé,
c’est-a-dire qu'arrivé a la 6% case, le cava
lier peut revenir & la premiere et recommen

cer
Parcours n° 1 Parcours n° 2

Euler aimaginé en 1759 la Le mathématicien Collini, €

formule qui consiste & cou- 1773, a trouvé un autre sys-

vrir complétement une moi- teme :

tié de I’ échiquier avant de

passer a la seconde. On trace au centre de I'échiquier une zone de

16 cases. Les douze premiers sauts du-cava
Cette méthode produit un beau dessin synli€r ont lieu hors de cette zone, puis les quatre
trique. suivants, de facon symétrique, au centre ;
puis douze dehors, quatre symétriques
dedans, et ainsi de suite jusqu’au dernier saut,
qui ameéne le cavalier dans la zone centrale.

6 r 2 8 A B ® 9 v 2 3 2 3 2 5
2 3 u 7T 2 ®» 2 3 a 2 4 B 3 4 ®
5 » 5 B 3 4 4 % 5 3 ¥ 3 8 a4 6 5
» 3 8 B B8 3 ¥ 4 1 2 4 & b 2 49 4
9 4 B B 65 494 H @ 3 %5 ®» B @& b6 B 7
2 B r 1 % ¥ 8 F b » &8 4 3 b 3 D
3 D 7 D I B B B 4 7 D ¥ 2 3 8 7
3 2 2 g6 44 3B 4 n B 3 3 9 3 1§ 3

[NDLR : Le nombre exact de parcours
possibles a été trouvé récemment, par une
utilisation judicieuse de plusieurs ordinateurs.
LAbbing M., Wegner I., The Number of
Knight's Tours Equals 33 439 123 484 294.
Counting with Binary Decision Diagram.,
Electronic Journal of Combinatorics, January
1996.]
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