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stratégie Sujet.
au jeu de p||e ou faCe Un individu notéJ joue a pile ou face contre

la banque d’'un casino. La piéce est non tru

par M. Régis Cottereau, M. Laurent quee, Iejoueu_r possede une somme a et la
' C banque ne fait pas crédit.

Cottereau, M. Benjamin Renaud, M. Francols
Pitie, éleves de 1°S ducée Bufon de Paris
(75) établissement jumelé avec le lycée La
Fontaine de Paris (75)

L’ objet du probléme est de montrer que
quelle que soit sa stratégie,

enseignante J ne peut espéer gagner d’argent

Mme Marie Lattuati, MM Lelage, Moscovici On S'intér en premier au cas du jouewr

“horaire” : J joue un nombren fixé de coups

chercheur : i g .
et sa misa reste constante, égale a 1.

M. Gilles Godefroy

coordination article : —

Pas de compte-rendu de parrainage.

P — Stratégies dans les jeux de pile ou face. ZyOtatlons’ vocabulaie :

Peut-on bien jouer a pile ou face ? a: somme que possede le joueur initialement.

Les réponses que I’ on peut donner a cette question, ) ‘
fondamentale en théorie probabiliste des jeux, dépéjrp coup: un lancer de piece.

dent du modele mathématique avec lequel on explique

les phénomeénes aléatoires. o : argent mis en jeu a chaque coup. Le

joueur perd ou gagree.

unepartie : une succession de coups.

n: nombre de coups d’'une partie.

g : gain, algébrique [C est-a-dire avec son
signe], représentant la différence entre la
somme dont J dispose en fin de partie et la
somme initiale.

Pn(0) : probabilité d’obtenir le gaig aprésn
coups.

[NDLR : I'hypothése faite dans le modéle est
que Py(a)= Py(—a) = 1/2 et, plus générale-
ment, que :

Pn+1(g-0) =Ppiq(g+a) =Py(9) / 2]
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L’espérance de gain.

Définition et notation :

On appelle espérance de gain la somme des
gains algébriques possibles en fin de partie,
pondérés par leurs probabilités respectives.
On la notera E,(g). [NDLR : malgré cette
notation, courante pour une espérance en
théorie des probabilités, la variable « g »
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n'apparait pas vraiment dans son calcul (c’est

une « variable muette »).]

Exemples[aveca = 1]:

pourn=5eta=5:
Jksommeéwg)

=
O

)

P N W S 01O N 00 ©

_5
%(3)@

_10
R(1) =2
31 =55

_3) =2
B(=3) =35

pourn=5eta=3:
Asomme &+ Q)

P N W S 01O N

R(s5) =L
nombre de
coups )

_10
P (1) =Y
s (M) =3,

-9
R(1 =5
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_7
E(f) 32

nombre de
coups f)

R(-1) =10
51 =5

Ces graphiques représentent |’ ensemble des
chemins que peut choisir en jouant coups
et avec une somme initiale de a (le trait en
surimpression matérialise les pertes et les
gains d’'une partie quelconque de

En effet pour P5(-=3) il faut considérer tous
les cas oW n'a plus d'agent carP,(x) cor
respond & la probabilité d avoir une somme
dex apresn coups.

Dans les deux cas on a :

— 1Pg(-1) — 3P5(=3) — 5P5(-5),

soit :
5
Es(0) =2 (5-2)P5(5-29)

car, dans le cas oa= 3,P5(-5) = 0.
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Calcul de I'espérance de gain. Or P.(9) = (1/2) P,_1(g-1) +P,_1(g+1)] ;
on a donc la relation :
Par définition : n
n En(0) = (112) 2 g[Py_4(g-1)+Ppy 1(g+1)]
En(9) =2, (-20Py(n-24). &=2)

n-1
Il apparait clairement que les calculs seraientE = (1/2) 2. _1+0+1)P
plus simples avec une somme foteprésen (@) = (172) A+l (G716 P19

terait le gain du joueur J et donc] varierait +(1/2
NP, _1(n) —nP,_4(—N)].
oo motn (112) PPy 1(n) ~NPp_y(-1)]
. .. ..., . Oronremarque que :

Pour la facilité des calculs et la lisibilité des queq
formules il nous faut donc introduire une

) 1/2) nP,_4(n) —nP,,_«(-N)] =0
nouvelle notation : (1/2) [nPr_4(r) -1

i car

X
k=i Pn_1(n) =0etP,_4(-) =0
(0=p) n—1 1

. . . n =1
qui correspond, pour I'indice de sommation - g ) =S S
k, @ une incrémentation d’'un pas plenités n g;:—g (g;:—gﬂ
au lieu de 1 dans le cas d’'une sommation du
type: Par récurrence, on obtient :

3 x

1
k=i E(0) :Z:‘Q) gP4(0) = (1/2) (1-1) = 0.

gP,(9) = gPn(9).

Ainsi :
10
Z k=0+2+4+6+8+10: et finalement :

&%)
[] OnON* OalN*, Eg) = 0.

il s'agit en fait de la somme des entiers pairs
de 0 a 10. Généralisation.

Il faut cependant étre attentif sur un cas partiintérét de la démonstration précédente-rési

culier : lorsque p —i n'est pas un nombre de dans I'étude au coup par coup.

entier de pas. Dans ce clgje prend pas la
valeurn. Ainsi : En utilisant une méhode smilaire, on pour-

rait démontrer le résultat obtenu pour un cas

9 -
_ _ plus général, en tenant compte de toutes les
[] (%Z:_Oz)k— 0+2+4+6+8=20.  grarahies possibles et non plus uniguement

de celle du “joueur horaire”. Premierement, il

nous faut noter tous les paramétres qui per-

Ceci fait, on peut ecrire I"esperance de gain mettent d’obtenir des stratégiesféientes :

avec cette nouvelle notation :
1- soitJ s’arréte (volontairement ou involen

n . . .
tairement), soif continue
En(0) =2, IPn(0). . |
=1 2- Jdécide de changer sa mise

Tous les autres cas sont indépendants de la
volonté del.
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On note E(g,,) | espérance de gain aprés n  L’espérance de vie.

coups. [NDLR : le gain g, aprés n coups

intervient dans le calcul des probabilités maiséfinition : On appelle espérance de vie la
pas, comme nous I'avons remarqué plus hagpyenne des nombres deupsjoués pondé
dans celui de I’espérance. Nous avons donc  rés par leurs probabilités respectives, qui sera
choisi de restituer ci-dessous la notation préotée E,;o(n). [NDLR : ainsi, E i (n) est le
cédente, soiE,(g) pour I'espérance, en ajpunombre moyen de coups effectivement
tant quelques preécisions au texte des éleévesdués pour une partie encoups.]

siJ joue : Calcul de I'espérance de vie :
Pn(9n) = (1/2) Pr+1(gnt+a) + Ppyq(9-00]

car siJgagne, alorsg,,;1=0,+0

siJperd, alors gn,q=0,—0 ‘
0 En(9) = (172) En+a(9)ta + Epa(9)—0] “Q
0 En(9) =Eps1(9)

- . A
siJ ne joue pas :
E (9) = E_1(0) : J conserve e méme gain C
gu’au coum— 1.
[Dans tous les cas :] Pn(A) = Probabilité de ne plus avoir dgnt
OnON* Do OR, Ey(g) =Eqy(g).  2PTEsooups.
Or ona: PL(A) = (1/2") x nombre de chemins qui pas

EA(0) = (1/2) b + -~ 00 E(a) =0 sent parA sans s’endetter = (172 x nombre
1(9) = (172) o + (1) () de chemins qui passent daisans s’endetter

D'oll on en déduit que quelle que soit lastra (1/2") x (ndcappBepse ndcqppCepse

tégie utiliséea pile ou face on a la relation : .
g P [NDLC : je note ndcgppAepse nombre de

* * _ hemins qui passent par A en pouvant

OnON* DaON*, Ja OR,E(g) =0. ©

L) n 8 - Enl@) =0 s’ endetter (ndcqppBepseadcqgppCepse
nombre de chemins qui passent BaiparC

cosccsscsssssss en pouvant s endetter) pour éviter des for-

[NDLR : ci-aprés, les éléves ne s’intéressemwes de trois pagrE: chacune.]
plus au gain du joueumais a son espoir de C7
durer dans la partie. Les calculs sont faits ndcqppBepse \o,.%
pr(])ur un joueur “ horailre’l’3 dont la mise a na_, 1)
chague coup est 1. Si la banque autorisait (}F‘ — o
I’eﬁ((qjettemerrl)t, le joueur pourrgit continuer 3 NdcappCepse W2y Cn—l ’
jouer méme avec un avoir momentanément a
négatif.Mais la banque ne fait pas de crédit : - Cﬁ
le joueur cesse d’étre joueur lorsgue son n-1
avoir es nul. C'est ce a quoi se référent les n-a_, n+a na
éleves lorsqu'ils parlent de chemins « en-pou C:2"-C-= @
vant s'endetter » et de chemins « sans P (A) = — n-1 =8x =N
s'endetter ».] 2" 2"

(cf. ANNEXE)
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Espérance de vie : Etude de la limite de I'espérance de vie :

F On veut savoir poun infini si 'espérance de
vie convege ou divege.

E
On considere quéjoue autant qu'il le peut.

D
Soit E,;c[a] I"espérance de vie en fonction

< uniguement de (carn est par hypothese infi

B ni). Eyi[a] est toujours représenté par la-for

mule ci-dessus car le fait que n soit infini
n’intervient en rien dans la définition de
I'espérance de vie.

[NDLR : I'interprétation des expressions pro
babilistes est toujours délicate et dépend du
modele choisi. Pour faciliter la lecture du
texte des éleves, nous avons fait I'hnypothése
que la limite deE;e(n) existe lorsquen tend
(les traits en pointille représentent les che- vers I’infini et nous avons noté E,;c[a] la
mins impossibles) valeur de cette limite : notez que E,;o(N)

dépendait a la fois de n et de a, tandis que
Eie(8) = 2xP,(Ay) + 4xP4(A,) + 6xPg(Ag) E,jclal ne dépend plus que dd

Si Eie[@] est fini alors ce nombre correspon
Elie(8) = N—[6XP,(Ay) +4xP4(A,) +2xPg(Ag)] dra au nombre de coups gdipourra esperer
jouer avec une somme de

Eyie(8)=5,84 .
n Lorsque J possede une somme a il a deux
(N=n-a 2 (n—K)xP (A possibilités :
Ewe = K
0=2) * Il perd et posséde désormais une espérance
de Evie[a—l].

k—a N .
n = * Il gagne et posséde une nouvelle espérance
[] Eie(=n-a kg h-H~ Ck2 deE[atl].
(0=2) k x 2k

On a donc la relatiopouyrn-infint

Evielal = (1/2) (Eyiela—1] + 1)
+ (112) (Eyigla+1] + 1)

On goute +1 car dans les deux cas J aura
joué un coup supplémentaire. Et donc :

[] Eviela] = (1/2)(Eyiela-1]+ Eyie[a+1]) + 1
Remarque : Ce résultat, qui peut paraitre sur

prenant, est vérifié par des exemples numé-
riques pour des valeurs dérés grandes.
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On va chercher a écritg;io[a] en fonction de

Eyiel1] ...

nous allons étudier la proprie@®, :
Eyiclal = a(Ey1]-a+1)

Q1 : Eyjell] = Eid1]. Démontrons que Q4
implique Qg1

Qa: Eyield] —a(a-1)

Eiielal = (1/2) (Eji[a+1] + Eigla-1]) + 1
= Eyielatl] = 2Ejgla] — Eyjela-1] -

Qq = Eyilatl] = 2(aEg[1] —a(a-1))
—((@-1)Eyjg[1] - @-1)@-2)) — 2

Qa = Ejiddatl] = (a—a+l) Eel1]
- 2a.(a-1) + @-1)@-2) -2

Qa = Ejilatl] = (at+l1).Eil1]
Qa = Ejilatl] = (at+l1).Ei[1]
Qa hnd Qa+1

= aByjg1]

_a2_a

—a(atl)

On vient de démontrer par récurrence que :

[] Evielal = aEell] —a(a-1).

Cela s’écrit Eyic[a] = a.(Eyie[1]-a+1). Or il
existe a tel que E,j[1]-a+1 < 0 et donc
Eviela] < 0. Mais comme J joue de toute
facon au moins a coups, on en déduit que
'espérance de vie ne peut étre finie, elle €
donc infinie.

L] lim (Evie(n)) = +o0
n-+oo

[NDLR : en toute rigueyrce qui a été prouvé
c’est que I’hypothése faite était absurde,
autrement dit que E,;e(n) ne peut avoir de
l[imite finie pour toute somme initiale a.

L’ interprétation de ce résultat en termes de
longueur du jeu a pile ou face reste sans
doute a fairell est en tout cas intéressant d
constater que le concept d’ espérance permet
des calculs et des raisonnements qui aurai
été dificiles & mener directement a l'aide de
seules probabilités d’ évenements élémen-
taires ...] [NDLC : si vous ne connaissez pe
les « C » et « ! » sautez I'annexe.]
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[a partir de la propriété précédentd NDLR :
gue le nombre de chemit
croissants (formés de seg- q

se terminant au poinp{(q) O
de la grille est exactement :

On a don®y(A) =

150

000000000000000000000 Annexe . CaICU| d@n(A)
les calculs s appuient sur le fait

A

ments de longueur unité,
horizontaux ou verticaux)
issus de I’origine (0, 0) et

p

p

p+q ]
: n-a : n+a
nzl B nzl _
on T T
-3 -3

RSN N
-1 1)

A by

e
Al

carn! = n.(n-1)!

4

Cap-y
pEhe

~_ant

a1

= N

n.2n



