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approximation par deg-= probleme.

I . Il s'agit de trouver une suite de couples
fra(_:tlons ) d’entiers K, Y) solutions de I'équation dio
racines carrees phantienna/\/ :

X2—aYe=1

par Mlle Claire Juramy, Mlle Marie Drago,
M. Hervé Goldfarb, M. Emmanuel Doumas,
éleves de 1°S diycée La Fontaine de Paris
(75) établissement jumelé avec le lycée
Buffon de Paris (75)

avec K ,Y) différent de (1; 0) ed un entier
qui ne soit pas un carré parfait.

Cela revient & :X/ Y)2 = a + 12, c’est-a-
dire que quand Y tend vers I'infink / Y tend
vers va. On obtiendra donc des approxima-

enseignante : . i
9 tions deva sous forme de fractions.

Mme Ghislaine Gaudemet

Mme Marie Lattuati, MBiscarat Pour obtenir une suite de fractions conver-

geant vers/a, nous utiliseronsa méthode de
Newtonyz\/. A partir de ces fractions, nous
chercherons des couples (Y) solutions.

chercheur :
M. Gilles GodefroyCNRS.

Pas de compte-rendu de parrainage.
Exemple sur a = 2.

theme de I'exposé :

. s . Pour simplifier le probléeme, nous avons com
» Comment, par une méthode géométrique simple, lire , 'z \

graphiquement les premiéres approximations du Mmenceé par I'étude complete de cet exemple.

nombrev2 ?

« Comment dépasser rapidement la précision des ca- \éthode de Newton :
culatrices, en construisant une suite de rationnels

approchant/2 ?

« Extension de la recherche aux approximations de t&3f trace la parabol& d’équation :

nombre Va, a entier naturel non “carré’. Difficultés —w

dans la recherche du premier terme de la suite permet y=xc—-2.

tant de démarrer le processus d’approximation. [NDLC : les éléves n'ont pas fourni de dessin
NI — Approximation par des fractions : racines accompagnant leur texte ; il semble nécessai
carrees. B8 que le lecteur dispose d’un support gra-

hique pour comprendre la méthode gra-

Les Grecs était trés perplexes devant I'impossibilité 9?1 . . , .
représenter V2 par une fraction, aors que ce nombre PNiquUe qui est ici exposeeoly figure, page

apparait naturellement en géométrie : la diagonale suivante.] Elle coupe |’ axe des abscisses en
d’'un carré de c6té 1 mesure précisénvnt A(V2 ;0). On prend un point sur C; , par

En fait, aucune “vraie fraction” (une fraction qui n’es‘t':‘xempleBO(2 ; 2). On trace la tangen[&b a

pas un entier) ne peut, lorsqu’on la multiplie part ell&f €nBy, elle a pour équation :
méme, donner un résultat entier. .
y=Ff(2)x+p,

A défaut de les atteindre exactement, comment peut- .
P soity = 4x +p,

on approcher au mieux ces nombrestionnels?
commeB, appartient ),y = 4x — 6.
0 app oY

Elle coupe l'axe des abscisses &yfx; ; 0).
On peut calculex; :
0= ‘b(l -6
Xl = 3/2
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On prendB, le point de la courbe a la verti Relation de récurrence :

cale de A4, et on recommence |le méme

calcul a partir dé3;, qui a pour coordonnéed 'étape suivante est de généralisen calcu

(312 ; (3/2%-2), soit (3/2;1/4). le I"’équation de D, tangente a la courbe au
point B(X,, ; X,2 — 2)

D, a pour équationy = 3x + p, p = —17/4, _

d’ ol A,(17/2 ; 0). On obtient ensuite Y= 22X +p

A(577/408 ; 0), A4(665857/470832 ; 0), ... P=X2—2— X2

[NDLC : oh, ben, v’'la ben des fractions ! : )
On obtient alors les coordonnées de

c’est-y qusi les calculatrices n’existaient pasg,, . R .
qgu’'i’ faudrait les inventer !] La calculatrice %ag”a’éé gl)a’sgggttas .mtersectlon de D avec

donne:
V2 =1,41421356237... Xpep = X2 + 2)/2x,
et on obtient :
17/12 =1,416... ,577/408 = 1,414216...,

pour 665857/470832, elle ne fait plus la-dif
férence. On s’approchefeftivement de/2.

gu’on peut écrire :
Xn+1 = Xn/2 + 1K,

[ ] On aainsi une relation de récurrence qui
permet d’approximetv’2 par des fractions (on
peut prendre n'importe quel rationnel positif

pour Xg).
Etude de la suite :

On voudrait maintenant savoir avec quelle
rapidité &, convege vers/2.

On a pris pour ce calcu) = 3/2.

On démontre d’ abord par récurrence que
1 <x, < 2 pour toutn (en efet, si 1 <x,< 2,
alors 1 <Xpt+1 < 2).

On calcule ensuite :
Xn+1— %0 = (%0 —Xn-0)(1/2 = 1Kxy o)
Or 1 <x,_1X,< 4, d’'ou
-1/2 < 1/2 — M X1 < 1/4,

soit [1/2 — DkX_q] < 1/2. En multipliant par
[Xn— Xn_1], ON Obtient :

Xn+1 = Xnl < 112X —Xn_1l

On a la méme inégalité podg o, Xp—3 ---
X5, X1, Xo- En multipliant ces inéegalites
membre a membre et en simplifiant, on abou
tita:

Pnsr =Xl < (1/2)" xg =gl
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et en prenant pour X, et X, les valeurs de
départ :

Kopg—Xnl < (L/2)'x 1/12

Nous pouvons passer a ...

Généralisation a a quelconque.

Donc la diférence entre, et x,.1 tend tres Poura, le principe est le méme :

vite vers 0 [puisgu’ €lle est mgjorée par une
suite géométrique de raison 1/2].

Des solutions de I'équation :

Pour obtenir le coupleX(, Y), nous prenons

X, = X/'Y. Nous avons alors :

Xne1 = (X2 + 2Y2)/(2XY),

Nous obtenons un autre couple. Mais nous
avons tres vite remarqué que toutes les
approximations de v2 ne nous donnent pas
des couples solutions.

Cependant, en calculant pour le couple
(X2 + 2Y2 | 2XY), correspondant & X4 1,
|” expression s’ écrivant X2 — 2Y2 pour le
couple K, Y), on obtient :
(X2 + 2Y2)2 — 2(2XY)2
= X4 + 4X2Y2 — 8X2Y2 + 4Y4
= (X2 - 2v2)2.

[] Nous avons ainsi démontré que si le
couple obtenu avec x, est solution [C est-&

Relation de récurrence :

On trace la parabole d’équatiory = x2 — a,
qui coupe 'axe des abscissesAéiia ; 0).

Le pointB(x, ; X,2 —a) appartient &; ; D est
la tangente &; enB; A'(X+1; 0) est l'inter
section deD avec 'axe des abscisses.

équation deD :
y=fxp)x+p p=—x2-a
d'oll Xn4q = (X42 + @)/2X,, OU bien
Xn+1 = 12 % (X + &/Xp).
M. Godefroy nous a expliqué gu’il s’agit de
I'algorithme de Héron (ou de Newton, et pour
cause). Il nous a aussi fait remarquer que,

comme &) convege versva, cela revient a
écrire :

Vva=1/2x (Va+ alVa),

ce qui est normal. Nous avons trouvé notre
relation.

dire siX2 — 2Y2 = 1], le couple obtenu avec
Xn+1 Par la relation de récurrence I'est aussi.Nous pouvons passer a ...

Nous remarquons que (3, 2) est solution :
32-2x22=1,
A partir de ce couple, nous pouvons établir
une suite de couples d’entiers solutions :
(17, 12), (577 , 408), ...
C’ éait notre premier but. Il faut noter que

c'est par chance que nous avons commenceé
par Xog = 2, qui a donné x; = 3/2, d'ou le

Equation diophantienne :

Le passage de la suite aux couples se fait de

la méme maniére que poal= 2.
On prendk, = X/, et on obtient :
Xne1 = (X2 + aY2)/(2XY).

On a aussi :

couple. Nous avons trouvé, par hasard auss{X? + a¥?)2—a(2XY)2= ... = (X2—aY?)?

un autre couple solution :
(99, 70),

d’ou une autre suite.
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C’est-a-dire que sk, donne un couple solu

tion, les couples obtenus par la relation seront

solutions.
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Nouveau probleme : On peut éargir cette remarque, avec k un
entier en prenanKk=ak+ 1, d'ou :

Il nous reste un dernier probleme : trouver le

premier couple ... Aprés plusieurs essais, X2 -1 =ak(ak+ 2).

nous ne trouvons rien d’autre que la solution

la plus lourde : calculer tous les carrés |l reste alors a trouveY2 = k (ak = 2). Deux

d’entiers pour avoir X2, retrancher 1, et cas se présentent alors :

décomposer le résultat en facteurs premiers

pour trouver ury2 et una. —sik=2, Y2=4(atl). Il sufit queatl soit
un carré parfait. Par exemple paus 17, on

Par exemple, en partant de= 7, on a obtient ainsi (33, 8) comme premier couple.
X2—1 =48 =324, — sinon, il faut quek etak+2 soient des car

rés parfaits. Ce cas est encore peu éclairci a
d'ou Y =4 et a = 3. Donc pour I’éguation ce jour. Cependant, les k carrés de nombres
diophantienne X2 — 3Y2 = 1, le premier pairs semblent & éliminer, car ak est alors
couple solution sera (7 , 4). Le deuxieme setwvisible par 4, don@k+2 ne 'est que par 2
(72 + 42 , X7x4), c'est-a-dire (97 , 56) ; etet ne peut étre un carré.
ainsi de suite ...

Dans I'ensemble, notre solution de ce dernier
Pour réduire les calculs nécessaires poua uprobleme est donc peu satisfaisante, méme si
donné, nous avons observé que, s on prend elle nous permet d’obtenir un certain nombre
X=atl, de résultats.

X2—1=@+1)2-1=... =a(at2), [NDLC : la mamge serait-elle trop étroite pour
contenir une solution satisfaisante ? I’ équa-
il suffit alors que a+2 soit un carré parfait tion diophantienne du départ garde ainsi un
(C’estY?). peu de son mystere ...]

Par exemple pow =47 :
on peut avoir a+2=Y2=72,dou:
X2 =aY2=47 x 49 + 1 = 2304 = 482, Le

couple (48 , 7) est le premier solution de
I'équationX2 — 47v2= 1.

“MATh.en.JEANS” en 1996



