page 33

cercles modul@ Le probléme.

X2 + y2=1 est, dans un repére orthonormé,
é’équalion d’un cercle de centre (0, 0) et de
ayon 1.

par M. Etienne Coulomb (TS), M. Sam
Messavusu (TS), M. Stéphane Deblick (1°
M. Nicolas Ferrey (1°S), M. Sébastien
Serrant (1°S), éléves dycée Pablo Picasso
de Fontenay sous bois (94) et M. Yann
Chauvin (TS), M. Lhocine Aliouane (1°S),
M. Marc Bouvier (1°S), M. Arash Mostafa
Zadeh (1°S), éléves du lycée Romain
Rolland d’lvr y (94)

Il y a sur ce cercle quatre points particuliers :
ils ont des coordonnées entiéres ; ce sont les
points d’intersection avec les axes des abs-
cisses et des ordonnées ...

(0,1);(0,-1);(1,0); €1, 0).

enseignants :

Mmes Monique CorlgyClaude Parreau
Mmes et M. Lise Bernigole, Jean-Paul
Bernigole, Christiane Gued;

0;1

chercheur :
M. Olivier Piltant

. : , _ L
coordination article : ALIOUANE Lhocine (1:0) (1.0)

niveau de lecture= classe de premiere

Pas de compte-rendu de parrainage.

[Avertissement : si vous n’avez aucune

connaissance sur le langage des congruen
dans Z, commencez par lire I’annexe 1 ala _
fin de cet article.] Figure 1

Maintenant, combien y a-t-il de solutions
entiéres [NDLC : c’est-a-dire de points a
NGa— Cerclex? +y2 = 1 “modulo p” 4 coordonnées entiéres], si on se place a un
L équation x2 + 12 = 1 (cerde d D multiple de p pres (p éant un nhombre pre-
equation X ye = cercle de rayon naque . ) A A I ’ HE
quatre solutions en nombres entiers. A-t-on plus de mier, c’est-a-dire qu'il n’est divisible que par

solutions lorsqu’on calcule modulo p (p étant un 1 €t lui-méme) ?
nombre premier fixé), c’'est-&dire en négligeant tout
multiple dep et en ne retenant de chague nombre que

son reste apres division par p ? Comment peut-on . .
visualiser ces solutions et trouver un moyen de les Premier traitement.

compter ?
L’équation devient

x2+y2=11[p], équatior(l)
c’est-a-dire qu'il existe un entidrtel que

X2 +y2=1 +kp.

“MATh.en.JEANS” en 1996



Position des solutions.

Si on trace de fagon empirique I’ ensemble

des solutions de&2 + y2= 1 + kp, k prenant
toutes les valeurs da@s(on peut se limiter a —
N car sik < 0, on a2 + y2 < 0, qui n'a pas de

solution), on obtient une série de cercles
concentriques de rayons V(1 + kp). On note
alors graphiquement les solutions entiéres

appartenant a I'un des cercles et on les relie

On obtient alors les figures suivantes :
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Figure 3
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On remargque immédiatement que les solu-
tions dex2 + y2=1 [p] / (xy) O Z2ne sem
blent pas étre placées “au hasard” : une figure
semble subir une translation de vecteur dont
les coordonnées sont des multiplespg@ar
exemple

w(3p0); (P p)

plus généralement de vecteur V(kp, k'p),
(k, k) OZ2.

[NDLC : il semble que I'expression « figure
semble subir une translation » doive étre
comprise comme « figure inchangée quand
on lui fait subir [...] une translation » ; prépa
rez-vous a subir cette formulation.]

[NDLC : lesillusions d’ optique sont ce
gu’elles sont, les segments sont des segments,
si certains segments coupés par des cercles

ont I'air d étre tordus ... vérifiez qu'ils sont
droits !]
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Pour démontrer qu’une figure peut subir ureramenée » dans le carré par la translation de

de ces translations, il ditffde démontrer : vecteurV (kp, k'p).
Théoreme 1 :
Chaque solution aprés avoir subi une l
trandation de vecteur V(kp, k'p), reste une
solution de I’équation (c’est-a-dire qu’elle
est sur I'un des cercles). ) e
" carré de coté p

Démonstration :

Soit k, y) 0 Z2/x2+y2=1[p]: (X, y) est

donc une solution de I’équation. Soit (X, Y) Remarques :

les coordonnées du point issu de la transla-

tion de vecteuV (kp, k' p), on a alors : (iy— La démonstration ci-contre n’utilisant
pas le fait que soit un nombre premigelle
es encore valable si I’on choisit un nombre
guelconque non premiemU[] Z, au lieu dep
premier

Figure 6

{ X =x+kp
\Y=y+Kp

Le calcul de X2 + Y2 =1 [p] (en fonction
dex, y, k, K et p) donne (on utilise le fait queDonc :
x2+y2=11[p]):
’A i 2 2 =
X2 +Y2 = 1 +Kp [p] Pour_l equation x© + y< = 1 [m], cha_que
solution, aprés avoir subi une translation de

ouK est un entierDonc : vecteur V(km k'm), reste une solution de
X2+ Y2=1[g]. I'equation
Applications : (i)— Il se peut gu’en choisissant le carré, il y

ait des solutions sur un bord du carré (donc
1) On peut obtenir une infinité de solutions sur l'autre aussi).

« appres » a partir d'une solution : s . )
PP P On considerera deux solutions comme iden-

(x, y) serala méme solution a p prés que tiquessi I'une peut étre obtenue a partir de
x+kp y+Kkp) I'autre par translation.

De méme, s'il y a 4 solutions dans les coins
du carré, elles compteront pour une.

légende .
solution de La recherche du nombre de solutions.
I'équation
—3 un vecteur (kp, k) Nombe de solutions.
o La « propriété du carré » va nous permettre
une solution qui . y < . .
représentera toutes les autres de compter les solutions de I’ équation : la

connaissance des solutions dans un carré de
Figure 5 cotépentrainant la connaissance de toutes les
solutions, on va définir le nombre de
2) Si on connait toutes les solutions dans solutions a p prés de I’ éguation comme le
carré de coté p, a cotés paraléles aux axes, nombe de solutions de I’ équation dans un
on connait toutes les solutions de I'équatiocarré de cbté p

car une solution hors du carré peut étre (voir remarquei() ci-avant)

“MATh.en.JEANS” en 1996
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Une conjecture. Transformation du probléme.

En programmant notre calculatrice nous eb

. . tﬁous trouvant bloqués dans la démonstration
nons les résultats suivants :

de notre conjecture, Olivier Piltant nous pro
nombre de nombre de pose de transformer le probléme, et notam-

P solutions P solutions ment d’essayer de factoriser I'expression.

2 2=p 61 60=p-1 o

3 4=p+1 67 68=p+1 Factorisation

5 4=p-1 71 72=p+1

Il ?;zp ++11 ;g gg - pjrll Dans certaines conditions, on peut efetefy

13 12 :F:)_l 83 84 :E+ 1 arriver de la maniére suivante :

17 16=p-1 89 88=p-1

19 20=p+1 97 96 =p-1 On aKp =0 [p]’ donc

23 24=p+1 101 100 =p-1

29 28=p-1 103 104 =p+1 X2+y2=1 = X2+y2+Kp=1

31 32=p+1 107 108 =p+1 y Pl y _ _p_ [Pl

37 36=p-1 109 108 = p-1 (voir ’Annexe 1 :Th. A Transitivité).

41 40=p-1 113 112 =p-1

43 44=p+1 127 128 =p+1 L 2

47 48=p+1 131 132 =p+ 1 On choisitK tel queK = -ky4, (k Z), donc

53 52=p-1 137 136 =p-1

59 60=p+1 139 140=p+1 (1)x2+y2=1[p] = X2 +y2-kpy =1 [p]
A partir de ce tableau, de dimension limitée (1) = x2+ (1-kpy2=1[p|

(il y a une infinité de nombres premiers),
on conjecture |’ expression du nombre de
solutions de I’ éguation a p prés, en fonction
dep, de la fagon suivante :

(1) = %= (kp-1)y?>=1[p]

Pour pouvoir factoriser cette expression, de la
forme x2 — Ay2, en gardant des coefficients
entiers, il suffit que A soit un carré parfait
(soit : A = a?), c’est-a-dire que puisse Vér

fier kp— 1 =a2 aveck J Z, autrement dit que
-1=a?[p].

(voir en Annexe 1 laéfinition de modulo)

(i) Les cas« p-1 solutions » alors il semble
quep=1[4]. Supposons que vérifie — 1= a2 [p] , donc :
[enitalique dans le tableau ci-dessus]

p=1[4] - (p-1)04Z - (p-1)/40Z

Conjecture 1 :(On distingue 3 cas.)

() Le cas qui semble unique2 =p»:ily a2
solutions.

x2+y?=1[p] = x2-a?y2=1p]

X2 +y2=1[p] = (x+ay) (x-ay) =1 [p]

(iii) Les cas « p + 1 solutions », alors il
semble que =3 [4].
[engrasdans le tableau m-dessusbn obtient -

p=3[4] = (p+1)40Z

On pose X=x+ayetY=y—ay.

x2+y2=1[p] = XY=1[p]

remarque : e . .
9 On étudie maintenant les solutions de
2 ed le seul nombre premier pair, les autres

nombres premiers sont impairs, et donc XY=1[p] équation2)
soit (o~ 1)/4L1 Z, soit p + 1)/401 Z (on vérifiera quexy = 1 [p] et XY =1 [p] ont

ce qui signifie que notre conjecture porte sautant de solutions gipres, apres cette étude
TOUS les nombres premiers. qui est nécessaire).
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Etude de X¥ 1 [p] Pourp=5:
... d’abod des préliminaies.
_ <[ 8[i[2]3]4
Pour cette étude, on travaille avec les classes ARRERE
de nombres (on noteest la « classe » de). e B R e
La classen représentera les nombres congrus 110)1(2|3)4
an modulo p, c’est-a-dire les nombres de la 210214113
formen+ kp: sStelslitals
nn+pn+2p ...,n-pn=-2p, ...,n+kp 4l614]13)2]1
(kDZ) o o o o o o o o
6représentera les nombres : solutions : {, 1), (2, 3), (3, 2) et @ 4)
P, 20, 3p, ... ,—P,—2p, ... ,kp Pour p=7:
kO 2).
O lle alors Z/pZ | ble de tout <101i215141516
n appelle aors Z/pZ I’ensemble de toutes
ces classes : ? ? ? ? ? ? ? ?
7z = {015 : . 1]0[1[2][3]|4]|5]|6
Pz=10 L2 ol Py ARHRBEHBE
etona: 3|16[3]|6[2]|5]1]4
. . . . 416|4(i|5]2|6]3
P=0.(+ kp=n). .. s|ols[3]i[6]4]3
Pour les opérations daA#pZ : 61]0]6[5]4[3[2]1
solutions :

(a+bh) =a+b

(axb) =axDb

Exemple de multiplication dans Z/pZ,
p n'étant pas premier : p=6

Etude de X¥ 1 [p] ... hous y voila.

On étudie I'équation en utilisant des tables de
multiplication, le produit & un multiple de p
pres éant le reste de la divison euclidienne
dexy parp.

Les solutions de I'équation
XY=1[p] (XY =1)

[ ]
sont donc représentées par le 1 dans le
tableau. Par exemple :

1224,35 42,6 3etf6)

HHHEEHE
AHREREE
ANHHEHE
AHEHRHE
AHEHEHE
HHHERRE
s[olelals] 2]

Pourp=3:
SEE
0]0[6]0
. i|o]i]2
solutions : ST 2T =13
Ghetgd 2101211
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Conjecture 2 :

Lorsqu’on travaille dans Z/pZ (p premier)
pour chaqueX # 0, il existe un uniquey tel
gqgueX Y =1(cequi nest paslecass p
n’est pas premier).

Si cette conjecture était exacte, on aypait
solutions g pres pour I'équatioxXY= 1 [p].
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Démonstration de cette conjecid : Donc ¢ réaise bien une injection (et donc
- Lo s une bijection, d’aprés ce qui précede) de
On utilisera lehéoreme (de Gauss) ZIpZ surZIpZ.
Sipest premieralors
Théoreme 2 :

ab=0[p] = a=0[p]oub=0 [p].

Traduction dan&/pZ : L"équation XY=1 [p] a doncp - 1 solutions
e o o . . . définies ap pres ; a chaqueX non congru a
XY=0< X=0o0uY =0 0 modulo p, on peut associer un nomhe et

un seul, défini ap prés, notéX1, tel que
Xx1=1p|
X-1est alors l'inverse dex.

En efet, si on suppose que
ab=0[p], aU 0 [p] etb U 0 [p],

p étant premigron peut simplifieab =0 [p] ,
par a ou b (voir Annexe 1 : théoréeme C,
corollaire 2). Alorsb =0 [p] oua=0 [p], ce
qui est contraire aux hypothéses.

Vérifions maintenant que
x2+y2=1[p] etXY=1 [p]
ont autant de solutions
Pour démontrer la_conjecture 2, on montre quand pvérifie—1=a2[p].
gue pour un X # 0, le nombre X Y prend
toutes les valeurs de Z/pZ, lorsqu’on fait  On rappelle que :
;fn'e(“ dzﬁgf‘;; Ozlj ';j(z ;g;’“s derons 'applica 15 4 vo =1 [p] = (x-ay)(x + ay) =1 o]
oua=Vkp-1,allZ

¢: Z[pz » £IpZ etp vérifie —1 = a2[p].

Y - XY
On veut réussir a faire entrer en bijection les
ensembles de solutions des deux équations.
Onvafairecorrespondrechaquesolutiorde
XY=1[p] (2), une solution de+y2=1[p] (1).

On veut montrer qué est une bijection. En
fait, pour montrer qué est bijective, il suft
de montrer qué est injective car :

* card ¢g/pZ) =p, et est donc fini. (le nombre_, . R \
d'éléments d@/pZ est un nombre finip) Puis on fera correspondre a chagque solution

et de plusg : Z/pZ — ZIpZ. de (1) une solution d€2).

Donc, si chaque/ est l'unique antécedent deOn remarque que :

¢(Y) les valeurs de ¢(O) ¢(1) ¢(2) B

¢(p-) seront diférentes, et il ne ‘restera’ pas X=x-ayp fx+v=2 x[p|
dez 0 Z/pZ nayant pas d’antécédent. Dond\Y =X +ay/p) Y-X=2ayp|

¢ sera bijective. x= 274X +Y)[p)

Suppgsons qu'il existe plusieurs nombres y =(2a) (Y -X)[p]

(4. %, ... ’\i) - (Z/.pZ)” tels qu? (21 et (Z)~1 existent cap # 2.) On a donc
dM) =0(%) =... =¢(Y,) deux applications :

AT ) {000 - e R -0
o0N=00) €DO@2 2 A oy ey

On a alors ;

o) =0(Y) = X ¥ = *Y
o) =o(Y) = X (f -Y)
() =o(Y) = ¥ =Y =0carX #0

oY) = o(Y) -

. On vérifie facilement que |"application (i4)
0 suivie de () redonne le couple&X(Y) a partir
de (X, Y). De mémeip) suivie de i) associe
A (x,¥) a & y). Les applicationsi{) et () sont
=Y donc des injections, réciproques |I'une de
'autre. En conclusion, on a :

“MATh.en.JEANS” en 1996
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Théoréme 3 : Pour {,j) 0{1, 2, ... ,n}2,

L’équation x2+y2=1[p] a (p— 1) solutions 32= aiz - g2- éz =0

s'il existe un entiera tel que 1= a2 [p]. o o e e s
- @-39@+3 =0

Mais ... - a.:eioué:_q. (d’aprés

le théoreme de Gauss ; cf. Annexe 1, théore

me C, Corollaire 2)

... Si un carré parfait apparait, c’est deux fois.

Quels sont les nombres p premiers pour
lesquels il existea [] Z tel que—-1=a2 [p] ?

Decompte des ces parfaits. On_en déduit qu'il y ap-1)/2 carrés parfaits
Si 'on se place dan&/pZ, on a tous les car (* O, sauf sip = 2 car dans ce cas, il n'y a
rés parfaits sur la diagonale de la table de  9u'un seul carre.
multiplication car ces carrés sont les produits , .
d'un nombre par lui-méme. (diagonale : n° dg'€0reme 5:
ligne = n°® de colonne) Si un nombre ¢ est un carré parfait, alors
l'inverse de ce nombe est un carré parfait.

] 0 1__2 o] o2l p 2 1 y2)-1
217 Al al al al 2 p En effet, sic = b4 ,aorsc™+= (b4~
0 [ ] [ ]
? (.) ?2 ? 010/ 010 Montrons quel§?)1= (b-1)2. On a :
1 0 (1) 2 . 0_1 .
2] 0] 2|@A b=t
ol (bb-1)2="1
ol b2 (b)2=1
P4 0 (-2} d’ou - o
] 0 (-1 b2=((b-1)?)1

(b2l = (B1)2 (car €Yyl=c)
Il'y a doncp carrés parfaitgu maximumet
(p — 1) si on enleve O, qui est toujours pré-  Donc, & chaque carré parfait, il correspond un
sent. Mais, dans cette diagonale, il peut y autre carré parfait. Ce second carré parfait est
avoir des nombres se répétant plusieurs foijifférent du premiersauf si le carré parfait de
départ esou-1; car ces deux nombres sont

Théoréme 4 : leur propre inverse, et ce sont les seuls avec
Si p # 2, chaque carré parfait (différent CEUe propriete :
de 0) apparait au moins deux fois sur la X =x1 o xX =xx-L

diagonale de la table de multiplication. 224

En effet, un nombre et son opposé ont le o o o o o
o : o (K=Y +D=0

méme carré )2 = a2. Dans le tableau,o-

est représenté par p-oi . Donc, chaque carré o X =1loux =-1

parfait (diférent de) se répéte au moins une_ _ i i _

fois. Si on fait le décompte des o@s parfaits, on
obtient:

Réciproquement, si un carré parfait apparait, « .

: ) i 4 2 _ 9
c’est deux fois : supposons que plusieurs Ltoujours present cat” =1

nombresy, &, &, ..., & aient le méme carré,;] pour tout c'.carré parfait présent autre
alors ... quelet-1 ily ac-l, caré parfait

312 = az.z = 33.2 = = 4:2- O —iquelquefois

“MATh.en.JEANS” en 1996
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Résolution de la conjecture 1 dans le cas Résolution de la conjecture 1 dans le

ou il existea tel que-1=a2[p]. casp =3 [4].
Les—_1 carrés parfaits sont : Lecasp = 1 [4] résolu, on se place dans le
2 v e e . .. cas p = 3 [4]. -1 n’est donc pas un carré
1-1q,q% ...,6,61L parfait. On aimerait montrer qu'il y a alors

1 (p + 1) solutions, ce qui n'est pas si €éloigné
Il'y en a donc un nombre padoncp— est des p - 1) solutions dXY=1 [p].
divisible par 2. D’ou 2

On recherche donc un autre moyen de retrou

p__l 0Z. ver I'équation de I'hyperbolXY =1 [p], pour
4 prouver que I’ équation (1) a autant de solu-
Donc p-1)04Z etp=1 [4]. tions que I'équation de I'hyperbokY =1 [p]

plus deux autres solutions.
Conclusion :

-1=a?[p] 0 p=1[4] (pourp# 2). (2 est
un cas particulier carl= 1)

Plutét que de rechercher directement a retrou
ver I’égquation XY = 1 [p], on va rechercher
une équation de la formé2 — Y2 = 1 [p] qui
Montronsla réciproque: aaussifg - 1) solutions.

Soitp tel quep = 1 [4]. On veut donc passer de

Par hypothese, b1 0 Z, donc pT—l est

divisible par 2.

x2+y?=1[p] a X2-Y2=1p].

Pour obtenir le signe-", on écrit :

Le nombre de carrés parfaits est donc pair.
Or les carrés], cl cl 1 ....6 q] 1 sont pré
sents, soit un nombre |mpa1r de carrés. 1]
mangue donc un carré qui ne peut etref{Ue
(le seul différent de 1 qui soit son propre
inverse).

x2=1-y2[p]
On multiplie par l'inverse de? :
1= 1- () 1y2[p]

Cependant, on a vu que seul 0 n'avat pas

- — — — 2
Donc:p=1[4]0 -1=a%[p]. d’inverse,on doit donc supposer que # Q.

Theoreme 6 (1) +y2=1[p] » (AL (A1y2=1[p]
Si p est un nombre premier autre que 2, (1) o (xh2-(x12y2=1[p]
alors p=1[4] - il existea O Z tel (1) o (xhH2—(yxH2=1[p]
que-1=a2[p).

On pose donc X =x1[pl etY=y x1][p].
On a vu que g est tel que-1=a2[p], alors X=x"1[p] donc on a aus3{ U 0 [p].
il'y a (- 1) solutions & prés de I'équation
x2+y2=1 [p]. On a alors :

Corollaire : x=X"1[p]

L'équation x2 + y2 = 1 [p] a (p—1) solutions

apprés quandp=1 [4]. et

= = l
Cela résout le casi) de la conjecture 1. y=EYXx=Y X p]

“MATh.en.JEANS” en 1996
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On peut donc mettre en bijection ...

» d’une part, I’ensemble des solutions de
I’équation x2 + y2 = 1 [p], hors des droites
x=0 [p],

et...

» d’ autre part, I’ensemble des solutions de
x2—y2 =1 [p], hors des droites = O[p].

On en déduit qu'il y a autant de solutions,
hors des droites= 0 [p], pour les deux équa
tions.

On compte les solutions sur les droites
x=0[p] :

« équatiork? - y2 = 1[p] :

x=0[p] O 0°-y? =1[p]
x=0[p] O y?=-1[p]

ce qui n'a pas de solution quapé 3 [4]. Il
y a donc p — 1 solutions hors des droites
x = 0 [p] pour I'équationx? — y2 = 1[p] donc
aussi poux? +y2=1 [p],

« équationx2 +y2 =1 [p], et surx=0 [p] :

x=0[p] 0 02+y2=1[p]
x=0[p] O (y+1)y-21)=1[p]
x=0[p] O y=1[p] ouy=-1[p]

Il'y a deux solutions sw=0 [p].

Théoreme 7;

L’équation x2 +y2 = 1[p] a (p + 1) solutions
apprés quandp = 3 [4].

“MATh.en.JEANS” en 1996

Conclusion.

Nous venons de résoudre le probléme du
nombre de solutions d& + y2 = 1 [p], avec
(x,y, p) 0 Z2 x P[NDLC : P désigne
'ensemble des nombres entiers naturels pre
miers.] ; nous nous sommes limités a un
nombre p premier (permettant le rapproche-
ment avec une hyperbole). Nous avons ainsi
déterminé le nombre de solutions de I’ équa-
tion x2 + y2 = 1 [n], lorsquen est un nombre
premierll resterait a voir ce qui se passe
lorsque n est un entier quelconque, en com-
mencant par le cas ou n est une puissance
d’'un nombre premiempar exemple.

[NDLC : et pour un cercle « normal » (pas
modulop, mais pas forcément de rayon 1 non
plus), combien y a-t-il de points a coordon-
nées entieres ?]

Bibliographie :

Marc GUINOT, Arithmétique pour amateuys
tomes | et I, © 1992 Aléas éditeur

[NDLC : on trouvera I’Annexe 1, annoncée
précédemment, en page suivante ; elle est
suivie d’une paramétrisation des solutions
dex2+y2=1 [p] : les solutions de I'équation
s’obtiennent en donnant au parametre chacu
ne des valeurs possibles.]
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ANNEXE 1 — Quelques théorémes sur le Théoréme C

langage des congruences daixs

Cette annexe va servir a énoncer des

theorémes qui nous permettent de manipuler

les conguences.

Définition 1

Soit @, b, ¢) 0 Z3, on dit quea estcongru a
b modulo p (notéa = b [p] oua = b modulo
p), si et seulement sa(h) est multiple dep,
autrement ditd - h/p 0 Z, ou @ - b U pZ,
ouaest de la formé + kp (k JZ).

exemples

3=10[7]car3=10-%k7
31=13[3]car31 =63+ 13

Remague: On dit alors qué est lemodule
de la congruence.

Théoreme A

Si(a b, c, p) 0Z4 alors :

(i) :a=a[p] (réfléxivité)

(i) : Sia=b[p] alorsb =a[p] (symétrie)
(i) : Sia=b[pletb=c[p], alorsa=c[p]
(transitivité)

Définition 2
Si p OZ, on appelle classe de congruence
modulo p de a O Z, I"'ensemble des entiers

congrus a a modulo p (c’est-a-dire

'ensemble des entiers de la forane kp).

Théoreme B

Si (@ p) O Z x N*, alors le reste dans la divi

sion euclidienne de a par p, est I’unique
entier compris entre 0 et p - 1, congru a a
modulop :

a=qp+ravec(r<p-1.

Corollaire
Si (@ b, p) O Z2xN*, alors :

Si(a, b, x, p) 0 Z4, alors :

()a=b[p] = a+x=b+x[p]
(i)a=b[p] O ax=bx|[p]

NB : La réciproque est vraie siest premier
avec p (c'est-a-dire s'ilsn’ont que 1 ou -1
comme diviseurs communs).

Corollaire 1
Si(a, b, c, p) OZ4 alors :

()a+b=c[p] ~ a=c-blp|
(i)a—b=c[p] ~ a=c+b[p]

Corollaire 2
Si dja (d divise @) et d|b et si d est premier
avecp, alors :

asb[p] = a/d=b/d[p]
Théoreme D
Soit @, b, p, x) 0 Z3x Z*, alors :
as=b[p] = ax=bx[px]
NB : Sidja, db etd|p, alors :
as=b[p] = a/d=b/d[p/d]
Théoreme E
Sia=b[p] eta =b [p] alors

(at+a =b+b[p]
(i)a—a’'=b-b' [p]
(ii) aa =bb [p]

[NDLC : P désigne I'ensemble des nombres

entiers naturels premiers.]

Théoreme F (it Petit théoreme de Fermat)
Si(a, p) JZ x P, alorsaP = a[p].

Et donc : s U 0 [p], alorsaP~1=1 [p]

(cf. Th. 4, corollaire 2).

Théoréme W (it Théoreme de Wison)
(p-D'=-1[p] = pUP

a=b[p] = aetbontle méme reste)dans [NDLR : toutes les démonstrations de cette

la division euclidienne pap.

“MATh.en.JEANS” en 1996

annexe sont laissées en exercice(s) au lec-
teur]
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ANNEXE 2 — Paramétrage des solutions. Cherchons a exprimex tel quea? = -1 [p],
en fonction dep.

Cette annexe va sgr a exprimer les couples

(X, y) solutions de I'équation en fonction d’uPour cela on utilise le théoréme de Wison

paramete t et du nomier premier p. [voir Annexe 1] qui nous dit :

Pour cela on utilise les formules de (p—1!=-1[p] = pOP.
correspondance avec I'’hyperbole. - )

P yp On apT1 0 Z, donc on peut dire
[NDLR : On sépare I'étude en deux cas-cor

respondant aux deux grandes classes de p-1=2mavecmu Z, mpair, et :

nombresp premiers ;p =1 [4] etp = 3 [4], (p—1)!'= (2m)!
laissant le cap = 2 au lecteu} =1x2x%x..xmx(m+l)

_ X (Mt2) x ... x (2m)
esip=1[4] =m! (p-1-m+1l) (p—1-m+2)
Si (X, Y) est solution dXY =1 [p], on a vu .- (p=1-m+m)

que les solutions de? + y? = 1 [p] s'obtien  car par hypothésen2= p-1 « m=p-1-m.
nent par :

vz 21 (X+Y) [ (p-1)! = m(p-m)(p-(m-1))(-(m-2))...6-1)
y=(28)2(Y=X) [p]

Or (p—a)! =—a [p] et donc par transitivité :
olla est entigrvérifianta2 = —1 [p).

(p-1)! =ml(p-m)(-1)(-2)...(-m) [p]
CommeXY=1 [p], alorsY = X~1[p], donc : =(-1)"m! ”;! [Pl
= (1M (m)=[p]
x=271(X+ X [p]
y=(2a)71 (x1-X) [p] Or par hypoth(‘es,1pT_1 0Z, doncm = pT—l

De plus, d’aprés leetit théoréme de Fermat )
[voiPAnnexepl] : P est pairdonc (-1)'= 1 et donc

ur-1 =1 [p] (p-1)!=(m)2[p]
donc uuP-2 =1 [p] et d’aprés leghéoréme de Wgon:
dou  uP2=ul[p
(p—1)!=-11[p]
Donc, avew =2 ouu=2aouu=X: donc ()2 = -1 [p]. On en déduit qu’'on peut
x = 202 (X + XP-2) [p] prendre : .
y = (28)P2(XP-2-X) [p] a=m! E(pT_)! [p]

On a donc, poux? + y2 =1 [p] et dans le cas
ou p =1 [4], un paramétrage complet des
solutionsen écrivant :
x =202 (t + tP-2) [p]
_po(rP~1
y=22((=))P2 (2= [p)

to{1,23,...,p—1}

“MATh.en.JEANS” en 1996
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*sip=3[4]

Dans ce cas, les formules de correspondance
avecXY = 1 [p] ne permettent pas de donner
les solutions sur la droite= 0.On doit donc
ajouter deux solutionsx=0 [p], y=1 [p] et
x=0 [p], y=-1 [p]. On essaie d’exprimer les
autres solutions en fonction de [0 {1, 2, 3,

., p-1}

Les solutions d&2 — Y2 =1 [p] sont données
par les formules :

X=271(t+ 7 [p]
Y=21(t-1-1) [p]
t0{1,2,3,...,p—1}.

Pour retrouvex? + y2 = 1 [p] on doit poser
x=X"1[plety=Yx=Y X1[p]:

x=[271(t+ 3]~ [p]
y=2H (=927t + 5] [p]

Ona:@Byl=alp-lcar:
(@B)~L=(ap)P2=aP2pr2=q-1p1. .

x= (@Y t+ 1 [p]
y=2t (-9t ¢+t p]

x=2 (+ [
y=212 (1) (t+ )2

x=2 (+ 92
y=(E1-1) @+ p)

X=2 (t+P-2)P-2[p]
y= (tP2—1) (t +tP-9P2[p]

Les solutions sont donc, quapet 3 [4] :

x=0 [p]
y=1[p|

et x=0 [p]
y=-11[p]
et Xx=2(t+tP-AP-2[p]

y= (tP2—1) (t +tP-9P2[p]
t0{1,2,3,..,p-1}

“MATh.en.JEANS” en 1996



