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marChe aléatoire Si on marche sur un quai de long emgéarpar

pas de 1, avec une probabilité de 0,5 a chaque
as, quelle est la probabilité de se retrouver

par Jim Perrichon, Flavien Perrichon, Fran point de départ au bout dgas ?

Laures, Fabien Sato, Bruno Cape de Baillon,
Flavio Ardizzone, Stéphanie Chantre,
Guillaume Antoine, éléves de secondes et
premiéres des lycées La Fontaine et Buffon
de Paris.

enseignants : Mmes et MM. Biscarat, Tequar \3'7555% :

Gaudemet, Lattuati et Moscovici.

convention de représentation d'une marche

chercheur : M. Gilles Godefroy Cette marche “al éatoire’ est représentée par

le schéma suivant:;

A

sujet :

Balade aléatoire. Partant d'un point A, quel
est la chance de revenir au point de départ

sachant que le déplacement est aléatoire ?
dimension 2 (4 directions possibles) et en C 7
dimension 3 (6 directions possibles).

Un “pas” vers la droite est représenté par une
“montée” et un “pas” vers la gauche est
représenté par une “descente”.

probléme

On cherche |a probabilité p pour qu'un che-
min de longueur 2n, partant de I'origine,
coupe pour la premieére fois I'axe (xX) au
point de coordonnéesr{20).
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résolution du probleme

calcul de Cad(M,)

La longueur du chemin (qui esh)2est égale En fonction des notations adoptées, on peut
au nombre de “pas” fefctués par le mobile.écrire : Card{l)) = Carde) + Card(Mq).
On choisit de prendre un chemin de longueOr, a chague chemin appartenant a M1+, on
2n (et nonn) car le mobile ne peut recoupepeut associer un chemin appartenakt;a
l'axe §&xX) qu'apres un nombre pair de mouve

ments.

notations :

M, : Ensemble des chemins de longueur 2n
partant de I'origine et touchant (xX) pour la
premiére fois au point (2 0)

M;" : Ensemble des chemins N situés “au
dessus” dex)

M7~ : Ensemble des chemins blig situés “au
dessous” dexi)

La probabilité cherchée est :

_ CardMy)
P nombre de chemins de longue
issus de (00)

Or, le dénominateur est égal a 22" puis
qu'aprés chague mouvement le mobile a, a
nouveau, le choix entre deux mouvements

Par conséquent, d'aprés ce principe de symé
trie, CardM;") = CardM{), donc

CardM,) = 2Card{").

Or tout chemin appartenanﬂ\Aaf commence
par un mouvement ascendant (des lors que le
premier mouvement est descendant, le che-

min appartient & M{"). De méme, le dernier
mouvement d'un chemin appartenant a M1+

est, obligatoirement descendant. Par consé-
quent, Card (M{") est égal aussi au nombre

de chemins de longueur 2n — 2 partant de
0O4(1, 1) etarrivanteh(2n - 1, 1).

O |

=

différents. On peut expliciter ceci en adoptanbtations

une représentation sous forme “d‘arbre” :
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M, : chemins de longueur 2n — 2 allant de
011, 1)a (2n-1,1)

Mg : chemins de longueun2- 2 allant deDq
al et coupantxx).
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On adonc: La probabilité p pour qu'un chemin de lon-

gueur 2n partant de |'origine coupe pour la
CardM,) = Card(,) — Card\y). premiére fois l'axe (xX) au point (2n, 0) est

donc égale a:

calcul de Cad(M,)

. . Chnez

Un chemin de longueum2- 2 allant deDq a ol

| comporte n — 1 “montées” et n — 1 “des- nx2

centes” ; ces chemins sont donc au nombre de

C3-L, donc Cardil,) = C3-1, (%) Par exemple, si la marche est de longueur 10,
on trouve une probabilité d'environ 0,027 ou

calcul de Cad(Msg) 2,7 % et si la marche est de longueur 20, la

probabilité est d'environ 0,092 ou 0,9 %.
Principe de réflexion
A tout chemin partant d®, et arrivant el (Les éléves du lycée La Fontaine ont
en coupant l'axexK), on peut en associer urconstruit la courbe donnant la probabilité en
qui part du symétrique de O, par rapport a fonction de la valeur den?)
l'axe &x) (i.e le pointO,) et qui arrive aussi

en | (ces chemins coupent obligatoirement
l'axe x) puisque les point®; etl se situent ***
de part et d'autre de l'axe). 0.006
0.004
1 Ol | 0.002
L 2” 20 40 60 80 100
-1,
0.00025

0.0002
D'apres ce principe, Card(M3) est égal au o.o0s
nombre de chemins de longuewr-22 allant  o.0001
deO; (1, -1) & (2n—1, 1). Orun chemin de o.0000s
longueur & — 2 allant deD; al comporten
“montées” eth — 2 “descentes”; ces chemins
sont donc au nombre €&, , i.e:

200 400 600 800 1000

Cardptg) = Cl, »

Ainsi, on obtient :

CardM;h) =C3.L, - Ch

_ (@n-2) (2n-2)! @) Cﬁ est le nombre de fagons de choisr 2
“(n-1)!(n-1)! n!(n-2) objets parmi 4 objets\:B C D. On peut chai
sirABouACouADouBCouBDouCD.
et, aprés calculs : Il'y a six fagons de choisir 2 objets parmi 4.
On écrit :C7 = 6. Il existe une formule géné
Card(\/lf) = Cg;&z /n rale qui évite de faire la liste des choix pos
sibles !

Or CardM,) = 2Card¥;")
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