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Knuth — dans son livre « Les nombres
sumréels» — sattarde longuement sur les
méthodes de Conwal} écrit :

« Au commencement, tout était vide et
J.H.WH. Conway créa les només.

« Sa premiée régle est que chaque
nombe correspond a deux ensembles de
nombes précédemment créés, et aucun
membe de I'ensemble de gauche n'est égal a
aucun memia de I'ensemble dealte.

Etude de la suite avec au depart 1 ou tout autre-carac R ]
tére.Puis exposé de différentes études sur la fréquenrce Sa seconde regle est qu'un cleiferst

d'apparition des chiffres et sur la longueur de chadiférieur ou égal a un augrsi et seulement si

chaine de caracteres.

Etude intéressante et bien expliquée, menée avec rng

dité (4 semaines).
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cun membre du premier chiffre de
I'ensemble de gauche n'est supérieur ou égal
au second chifr et aucun memérdu second
chiffre de I'ensemble dealte n'est inférieur

ou égal au pemier chiffe.

« C'est ainsi que le premier chiffre fut
créeé depuis I'ensemble vide de gauche et
I'ensemble vide de dite. Conway l'appela le
zéo puis il sépara les chiffres positifs des
chiffres négatifs et voulut additionner et
soustraie ces chifies.Il prouva ainsi que la
soustraction était l'inverse de I'addition.

« Il désira ensuite faire fructifier ces
chiffres et multiplia un chiffre par un autre.
C'est ainsi que furent créeées toutes les
possibilités.

« Conway apres avoir Vvérifié
|'exactitude de ses régles, maitrisa alors les
signes, les séries, les quotients et les racines.
Jaillir ent ainsi une infinité de chiés. »

C'est dans cette optique gqu'il créa une suite
dite “la suite de Conway”, suite infinie et
croissante dont nous allons étudier les pfinci
pales caractéristiques.

présentation générale de la suite

Si les premiers termes de la suite de Conway
sont les suivants :

1,11, 21, 121, 111221,

a la question “Quel est le prochain terme ?”,
la réponse est :
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312241. e un triplet et un doublet : 11122 - 3122,
11133 3123, 22211 3221, 22233 3223,
c te fai o desi . i 33311 3321, 33322 3322, 11222, 2132,
En efet, si on lit le cinquieme terme, on voit 33111- 2331, 33222, 2332
trois 1, deux 2 et un 1 ; ce qui se lit en - - 1112 3112, 1113
H . * un tl’lp et et un Ssing eton : ,
chiffres : 31221. L 3113, 2221, 3211, 2223, 3213, 3331
_ 3311, 3332 - 3312, 1222 -, 1132, 1333 -
Ecrivons quelques termes pour observer le 1133, 2111 - 1231, 2333 - 1233, 3111 -

comportement de la suite : 1331, 3222~ 1332

e deux doublets : 1122 2122, 1133- 2123,
%=1 2211 - 2221, 2233 2223, 3311 - 2321,
Yo=1 3322 2322
X3f21 * un doublet et un singleton : 112 2112, 113
%= 1211 L 2113, 221 2211, 223 - 2213, 331
Y= 111221 2311, 332, 2312, 122, 1122, 133, 1123,
X = 31221 211 - 1221, 233 1223, 311 1321, 322,
X = 1312221 1322
Y= 11321321 . deux singletons : 12, 1112, 13- 1113, 21
X = 3113121131221 - 1211, 23- 1213, 31- 1311, 32 1312
Xqo= 1321311231312210
Xj= 1113122113311213213212221 Ceci prouve bien que le chiffre 4 n'apparait
Xpp= 311311222123212111312211312113211 jamais dans la suite de Conway

X137 132113213211213122123113112221311221131221
Xy4= 11131220312013123121131122211 213213213221 3312221311221 certains triplets n'apparaissent jamais

La suite est composée de séquendesis les Si nous appelons “tierce’ une combinaison

appellerons : de trois chifres (a ne pas confondre avec un
* singletonsles séquences du type : 1, 2, 3 ;triplet), nous pouvons fifmer qu'il en existe

* doublets celles du type :11, 22, 33 ; 33 = 27. Or si nous regardons d'un peu plus
* triplets, celles du type 111, 222, 333. pres la suite, nous constatons qu'il n'en appa

Par exemple 111321321 se décompose en rait que 23. En effet, les tierces 233, 313,
111/3/2/1/3/2M c'est-a-dire un triplet, cing 323, et 333 n'apparaissent pas.
singletons et un doublet.
Démontrons cette fifmation.
le chiffre 4 n‘apparait jamais
Commencgons par 333.
A premiere vue, le chiffre 4 n'apparait pas
dans la suiteDémontrons-le. Si nous voulons obtenir 333, la séquence lue
doit étre de la forme 333111 ou 333222.
La seule facon d'obtenir un 4 est l'apparitidvlontrons que de telles séquences sont impos

de telles séquenceslll, 2222, 3333. sibles a obtenir. Découpons 333111 de 2
fagons :
Montrons que ces séquences ne peuvent
apparaitre. 33/31/1et3/33/1/1
Pour obtenir quatre chiffres consécutifs, nous Pour obtenir 33, on doit avoir 333
avons plusieurs possibilités : 31, on doit avoir 111

11, on doit avoir 1.
o deux triplets : 111222 - 3132, 111333 -
3133, 222111 - 3231, 222333 - 3233, L'antécédent de 333111 serait donc 3331111
333111 3331, 333222 3332 qui donne 3341, ce qui est impossible a obtenir.

“MATh.en.JEANS” en 1995
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Pour obtenir 3, on doit avoir 1, 2, ou 3 fois le suite croissante et infinie
nombre 3

33, on doit avoir 333 . .
11. on doit avoir 1 Nous allons maintenant déemontrer que la

1, on doit avoir une fois le nombre 1, 2, 3. Suite est croissante. Pour cela nous allons
démontrer que le nombre de chiffres que

L'antécédent de 333111 serait donc par ; ;
exemple 333312 qui donne 431112. De méme, comporte chaque terme de la suite est pair

les autres possibilités ne donnent pas 333111. [NDLR : sauf le premier terme, bien gar

Nous pouvons raisonner de la méme fagcon EN efet, la suite est composée de singletons,
pour 333222. doublets et triplets.

Traitons maintenant 233. Si nous notons T,, le nombre de triplets,
D,, le nombre de doublets &t le nombre de

Pour obtenir 233 nous devons lire une séquence singletons, soit U, le nombre de chiffres du
de la forme : 33111 ou 33222. nemterme, on a alors :

Découpons 33111 de 2 fagons :
U,=3T,+2D,+S,

3/31/11 et 33/11/1. D'ou :

Pour obtenir 3, on doit avoir 1, 2, ou 3 fois le
nombre 3.

31, on doit avoir 111.

11, on doit avoir 1. [NDLR : un triplet se décrit avec deux
L'antécédent de 33111 serait donc par exemple chiffres (31’ 32, 33), uq doublet au.SSI (21, 22,
331111 qui donne 2341. De méme les autres 23), un singleton aussi1112, 13) ; comme
possibilités ne donnent pas 33111. il n'y a que des triplets, des doublets et des

singletons, la longueur du nouveau terme

Pour obtenir 33, on doit avoir 333 qui est . .
impossible a avoir. Le raisonnement s'arréte produit est bien 2-n +2 Dn +2 Sn]

donc ici.

Upsp= 2T, + 2D, + 25,

Ceci prouve bien que le nombre de chiffres
Le raisonnement est le méme pour 33222. composant l@+1°™ terme est pair

Démontrons enfin que 313 et 323 ne peuvePdr récurrence, on voit que tous les termes
apparaitre. ont un nombre de cHikes pair

Pour obtenir 313 nous devons lire une séquence [NDLR : bof ; & part le premier terme, chaque
de la forme 11222. ’ - iz -
terme de la suite a un preédécesseur, qu'on

Découpons 11222 de 2 fagons : peut appeler n°™ terme, le terme qui nous
intéresse ayant un nombre de kU1 =

11/12/22 ou 1/11/22/2. 2 Tn + 2 Dn + 2 Sn - 2 (Tn + Dn + S']) :

Pour obtenir 1 on doit avoir 1, 2, ou 3 fais le chague terme de la suite — sauf le seul qui
chiffre 1. n'ait pas de prédécesseur — est bien écrit
11 on doit avoir 1. sous forme du produit de 2 et d'un enteril

22 on doit avoir 22 ‘est b in de ré ..
2 on doit avoir 2 fois le chiffre 1, 2, ou 3. n'est pas besoin ae recurrence 'C"]

L'antécédent de 111222 serait par exemple Désormais, adoptons une notation pour décri

Il en est de méme pour les autres possibilités. o
Un terme pourra sécrire Aq, A, ........ » Ayq

La démonstration pour 323 est analogue. Ak Ax+1:+--+---#A avecl la longueur du terme,
et A, le n-ieme chifre du terme.

“MATh.en.JEANS” en 1995
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Montrons que 2 termes ayant une place pakgant le premier triplet nous aurons des-dou
du type P et 2+2 ne peuvent étre égaux. blets et/ou un nombre pair, on ne perd donc
pas de chife avant le premier triplet. Au pre

Prenons un exemple trés simple : mier triplet nous perdons un chiffre. Or le
premier chiffre du prochain triplet est auss
13 - 1113 [de rang] impair, il y a donc un nombre

impair de chifres entre 2 triplets, donc néees
Les chifres qui se trouvent a une place paigairement au moins un singleton qui “crédite”
représentent donc le terme précédent. On ne d'un chiffre la longueur. On rattrape ainsi le
peut avoirAzp = Agpip, Car par définition de chiffre perdu avec le triplet.
la suite on devrait avoir (App 1+Agp+1), Aoy

[au lieu \de A2p:1A2pA2p+lA2p ... ;enclar, On procéo!e ansi jusqu_'au d_ernier triplet. Le
quand, a une étape, on rencontte, & I'éta dernier chiffre du dernier triplet occupe une
pe suivante, on n'écrit pas2l mais 3.] place impaire, or la longueur du terme est

paire, on a donc un nombre de @@ impair
Passons a la démonstration de la croissance qui termine le terme, et nécessairement au

de la longueur de la suite. moins un singleton qui rattrape le un perdu
par le triplet. La longueur du terme crée est
* NOus n'avons que des singletons. donc supérieure ou égale a la longueur du
terme qui I'a engendré.
U,=S, CQFD.
D'ou:
Unw1=2S, Grace a cette propriété nous pouvons montrer

gue le nombre de triplets est inférieur ou égal
Dans ce cas la longueur de la suite va dou- a celui des singletons. Reprenons la notation
bler, elle est donc strictement croissante.  du début,ona:
U,=3T,+2D,+ S,

* nous avons des doublets et des singletons. Upe1=2T,+2D,+ 28,
Uns1-Up=S - Ty
U,=2D,+S, Upi1-Up20
D'ou: DoncT, = S,,.. De plus on pense que la suite
Un+1=2D,+ 28, est infinie mais nous ne sommes pas parve-

nus a le montrer

Les doublets donnent 2 chiffres, les single-

tons également, donc la longueur du prochaiunite cyclique (début et fin de la suite)

terme sera égale ou supérieure a celle de

celui-ci. Allons plus loin dans I'écriture de la suite et
repartons du I#terme :

* nous avons des triplets, des doublets, et des

singletons. Xy L3122 3120131231211311222121321321302133122213112211
Xy 3131122213111 2303111213212313213221211131221312113222123
U,=3T,+2D,+S, 1132213212221
D'ol : Xye=132013213221331121321331211131221213213121132221231312
Upsp= 2T, + 2D, + 25, 2113121321

X F113122131211322212320111312212320313112221211131221311
Ici les triplets nous posent probleme car-ori3113322121321322132213311213212312312111312213322131112221
gu'on les lit on perd un clfié. Un triplet est 131221
de la forme 11 ou 222 (puisque 333 n'existé311312221311231332112131221231311221112131221213213213
pas). Le premier cHile d'un triplet a néces 22123133122213312132123222011131221312113222123201131221
sairement une place impaire. 1213111213212311311222123222133122213112210
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Nous constatons alors que le début de la sytecessus la longueur de la chaine augmente.
se répéte avec une période de trois. Par Le chiffre pris au départ est toujours ramené
exemple le début du X;, est le méme que a la derniére place. A la thfence de la pre
celui deX;s Si nous allons encore plus loinmiere suite nous constatons que le chiffre O
dans la suite, nous remarquons que le nombmparait. Cependant le 1, le 2, le 3, ainsi que
de chifres identiques du début dgg avec le le O sont les uniques chiffres de cette suite.
debut deX, 5 est supérieur a celui dgs avec De fagon analogue au chapitre précédent,
X1o. nous pourrions montrer que cette suite est
une suite infinie et croissante, qu'un certain
Démontrons que la suite commence toujounsmbre de triplets seulement apparaissent,
par 1113, 3113 ou 1321. En &bt, 1113... - que le chiffre 4 n'apparait jamais, et que les
3113... - 1321... - 1113. premiers chires d'un terme se répétent tous
les trois termes. Nous remarquons également
Si a présent nous regardons la fin de la suiteie les derniers chiffres de chaque terme se
nous constatons qu'il y a alternance entre 2&pétent continuellement : au bout du treisié
et 21. En efet ...221- ...211 - ...221. me terme, 10 est le triplet qui figure a la fin
de chaque terme de la suite. La fagon de
fréquence d'apparition des cHifes 1, 2 et 3 montrer cette cyclicité est analogue a celle
utilisée au chapitre précédent. C'est pourquoi
Il nous a été dit que la fréquence d'apparitimous n'allons pas nous attarder sur cette suite
des chifres 1, 2, 3, était une conséquence @& passer a une autre suite lisible : la suite de
la théorie atomique. D'aprés un programme Robinson.
informatique la fréquence d'apparition

* du chifre 1 est: 0, 49614482... la suite de Robinson

* du chifre 2 est: 0, 31970435...

* du chifre 3 est: 0, 18415081... Elle se construit selon le méme principe mais
avec une différence essentielle : les chiffres

les autres suites qui se lisent lus se classent ensuite dans l'ordre décroissant

selon le principe suivant.
Il existe plusieurs variantes de la suite de
Conway La premiere suite est celle qui débiBi la suite commence par :
te par un 0 a la place du 1. Elle possede la

forme suivante : 0
10
0 1110
10 310
1110 132110
310
132110 Quel est le terme suivant ?
111312210
31131122210 La réponse est 1312804 car on lit le nombre
1321132132210 de trois, le nombre de deux, le nombre de un
1113122131211322210 et de zéros et on les classe par orde décrois
311311222131112311332210 sant.

1321132132213311213212322210
En effet le terme 132110 se lit de la fagon
Au premier abord nous pouvons constater suivante : nous voyons au total trois 1, un 3,
gue cette suite présente des analogies aveara, et un 0, ce qui se classe de cette manie
suite précédemment étudiée. En effet, cette re : un 3 un 2 trois 1 et un 0 et ce qui se lit :
suite est croissante : a chague itération du 13123110.

“MATh.en.JEANS” en 1995
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Si on continue cette suite on obtient :

0
10
1110
3110
132110
1312310
2312410
141322310
142322410
241332310
143322310
143322310

La suite est donc constante a partir de ce
terme que cela soit au niveau du nombre de
chiffres c'est-a-dire 10 chiffres ou au niveau
du classement de ces dhek. En et si on
continue cette suite on obtiendra toujours
143322310.

Si la suite débute par le ciné 1 on obtient :

1
11
21
121
1231
131221
132231
232221
134421
14131231
14231241
24132231
14233221
14233221

La suite devient également constante. Pour

Apres quoi la suite se répéte avec une période
de deux. Pour une valeur initiale de 50 nous
trouvons une période de trois. Ensuite nous
trouvons toujours une de ces trois périodes :
un, deux ou trois.

conclusion

En guise de conclusion nous pouvons dire

que l'étude de cette suite a été une expérience
trés intéressante autant du point de vue
analyse de la suite mais égalemesttireche
personnelle dans les bibliotheques
spécialisées comme celle du CIRM ou nous
avons pu avoir acces a plusieurs livres de
Conway notamment ceux qu'il a écrit sur les
jeux mathématiques.

[NDLR : les auteurs donnent en annexe un
texte qui n'est pas d'eux, concernant des liens
entre la suite de Conway et la table pério-
dique des éléments, liens dont il nous est dif
ficile de faire état, tant la copie qu'ils nous

ont transmise est de mauvaise qualité. Mais le
sujet abordé dans cette annexe a fait 1'objet

d'un article, que I'on pourra consulter avec
profit, dans le

n°® 219 (janvier 1996) de Pour la Science :
Jean-Paul DELAHAYE, Les commentaires

du mathématicigrpp. 100-103.]

les valeurs initiales entre 0 et 39, la suite est

constante a partir d'un certain rang. Pour 40
nous obtenons :
40
1410
142210
1412310
141312410
241312510
15141322410
14241322510
25141332410
15243224110
152413423110
15243224110
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