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recherche de le ballon de football
pOIyédreS particuliers Nous allons vous exposer différentes fagons

d'assembler les pentagones et les hexagones
g . R o réguliers pour former un polyédre convexe.
par Aurélien Hatri, Hermes Loco (1°5) et Parmi ces fagons vous en connaissez deja

Karima Ghellam (TS), Atelier « Exploration ye, - celle qui correspond au ballon de foot
Mathématique du lycée Louise Michel de ball

Bobigny
enseignant : MFrangois Gaudel

Merci a Jean Brette pour ses idées et sa venue
au lycée.

et celle ou il n'y a pas du tout d'hexagone (il
s'agit du dodécaedre régulier).

v

Premierement, nous allons montrer qu'un tel
assemblage comporte forcément douze penta
gones.

Deuxiémement, nous alons montrer qu'il ne
peut pas y avoir plus de vingt hexagones.

Troisiemement, a |'aide de polygones en
plastique nous présenterons une autre fagon
d'assembler hexagones et pentagones régu-
liers.
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Premieéement, Deuxiémement,

Appellonsx le nombre de pentagonesyee Trois hexagones ne peuvent avoir un sommet
nombre d’hexagones. commun. Chaque hexagone a daacmoins

3 arétes communes avec un pentagone. Or il
Appliquons la formule d'Eulers—a+=2, ou y a 12 pentagones ce qui fait
s est le nombre de sommets, a le nombre

d'arétes ettle nombre de faces. 12x5 =60
5X + 6y arétes de pentagones. Il ne peut donc pasy
S=—3 avoir plus de 20 hexagones.

En efet, chaque sommet appartient a exactiee ballon de football est donc le polyédre
ment trois faces (la somme des angles doit constitué d'hexagones et de pentagones
étre inférieure a 360°), et il yxafaces possé réguliers qui comporte le plus de faces.
dant 5 sommets gtfaces en possédant six.

_ 5x+6y
2

a

En efet chaque aréte appartient a exactement
deux faces, et il y & faces comportant cing
arétes ey faces en comportant 6.

f=x+y
Troisiemement,
En effet le nombre de faces est égal au
nombre de pentagones plus le nombre d*heius avons construit également un polyedre

gones. comportant douze pentagones et deux hexa
gones ; mais nous n'avons pas prouvé son
D'ou existence, ni montré qu'il n'y en avait pas
d'autres.
5x+6y 5x+06y
- +X+y=
3 y  tX*ty=2
et
10x+ 12y + 6x + 6y —15x —18y =12
Donc
x =12
Conclusion :

Le nombre de pentagones d'un ballon de foot
(et de tout autre polyédre convexe constitué

de pentagones et d'hexagones réguliers) est
.12,
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Généralisation de la formule d'Euler Dans la coupe du polygone, nous pouvons

voir la présence de 2 nouveaux polygones
Nous allons maintenant généraliser la form(polygones de coupe). Nous supposons que
le d'Euler vue précédemment, dans le cas dhacun possede

polyéedres « troués» [non simplement « 1 face
connexéds: pour commencer, regardons ce * N sommets
qui se passe dans un polyédre a un trou. * narétes

Regardons de plus prés ce qui se passe pour
les sommets

S représente le nouveau nombre de sommets.
s est I'ancien nombre de sommets. Etant
donné que sur les polygones de coupe on a

2 n sommets en plus, nous avons la formule
suivante :

Ce polyedre possede : s sommets, a arétes, S=s+2n
f faces.

Regardons ce qui se passe poualéses
Sectionnons le par un plan qui ne passe par
aucun sommet. Un tel plan existe forcémermat, représente le nouveau nombre d'arétes tan
car les sommets sont en nhombre fini alors qdis quea représente I'ancien nombre. Chaque
les plans disjoints (paralées) qui coupent sommet d'un polygone de coupe correspond,
notre «beignet» comme sur la figure sont eravec son vis-a-vis, a une aréte coupée en
nombre infini ; cela nous permet de faire utheux donc on a rajouté (2 — 1 =) 1 aréte.
calcul «générab.

Pourn points, on an arétes coupées en deux.
Nous obtenons le polyedre suivant, posséd@nm a donc rajouté (& —n =) n arétes. &ec
0 trou : nous avons écarté les deux bords lds 2 n arétes des pdlygones de coupe, nous
la coupure. avons donc la formule suivante :

a=a+2n+n
a=a+3n

Voyons maintenant ce qu'il advient dases
f' représente le nouveau nombre de fafcest
I'ancien nombre de faces.

Lors de la coupe du polyedre, chaque aréte

du polygone de coupe a coupé une face en

deux. Donc on a rajouté (2 — 1 =) 1 face. Or

comme il y an arétes dans ce nouveau poly

Les deux nouvelles faces qui en résultent gone,n faces sont coupées en deux donc on a

n'ont pas été placées, ce qui explique qu'on rajouté 2n—n soitnfaces en plus. Et comme

voie l'intérieur du polyédre. il'y a les deux faces que sont les polygones de
coupe eux mémes, nous avons la formule sui

Appelons s' le nombre de sommets, f' le vante :

nombre de faces' le nombre d'arétes de ce

nouveau polyédre. f=f+2+n
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Avant la coupe, nous avions : le polyédre de Csaszar

s a f Probléme :trouver des polyéds n'ayant pas
de diagonales.
Aprés cette derniére, nous avons:
On connait déja le tétraédre. Nous allons par
s a f ler du polyedre découvert en 1940 par le
=s+2n =a+3n =f+2+n mathématicien hongrois Akos CSASZAR.

Or le second polyédre n'a plus de trou, doB8es propriétés :

ona: Sommets 7 Faces :14
Arétes: 21 Trou: 1
s—-a+f=2 Pas de diagonale : tous les sommets sonts
st+2n—-(@+3n)+f+2+n=2 joints par les arétes. Il en résulte que toutes
st+2n—-a-3n+f+2+n=2 les faces sont des triangles.
s—a+f+2=2
s—a+f=0 On va montrer que le polyédre de Czacazar
est le seul polyedre a un trou ne possédant
Pour O trou,onas—a+f=2 pas de diagonales

Pour 1 trou,onas—a+f=0

Nous utiliserons la formule d'Euler pour un
Un raisonnement par récurrence permet algrslyédre a un trou :
de généraliser la formule d'Euler sous la

forme suivante : s—a+f=0
s—a+f=2(1-k) Chaque face est bordée par 3 arétes, sinon il y
aurait une diagonale non tracée. Mais chaque
(kindiguant le nombre de trous) aréte est utilisée par 2 faces. On obtient
donc :

On sait aussi que chague sommet est relié a
(s—1) autres sommets pour former (s—1)
arétes. Donc s sommets sont reliés a (s-1)
autres sommets, ce qui dors¥s— 1) arétes.

Mais chaque aréte relie deux sommets. Donc
chaque aréte est comptée deux fois, ce qui
donne:
s(s-1)
a= =t
2

(nombre de combinaisons de deux éléments
pris parmis).

Exemples : prenons un triangle : 3 arétes
guatre points : 6 arétes.
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Remplacons a et f en fonction de s dansla Aprés3 x 4 qui donnes = 7, le premier cas

relation d'Euler : est8 x 9 qui nous donne :
s-a+f=0 s—4=8dots=12
s-S@;1)+2a:o 12n=72 dou:

s-56-1) ,28(5-1) ¢ n=6eta= 66,f =44
2 3 2
2.92g5-3g2

s+2s 268 3s°+35=0 L e deuxiéme multiple est obtenu pour
75-52=0 11x12=132: n=11,s=15,a=105,f = 70.
s(7-9=0

Mais nous ne savons pas si ces polyedres
Commes = 0 ne convient pas, évidemment, éxistent.
faut donc s = 7, et on en déduit le nombre

d'arétes le polyede deSzilassi
as 7T-1) _ 5y .
2 Par contre, le dua du polyédre de Csaszar
exige : c'est le polyédre de Szilassi(trouvé
et de faces : par ce dernier en 1977).
f=2%x21=14 [NDLC : si le polyedre de Szilassi est le dual
3 du polyédre de Csaszalors le polyédre de

Csaszar est le dual du polyedre de Szilassi ;
... On peut se demander si ce polyédre exigiedonc si le polyédre de Szilassi existe, je ne
(Csaszar1940). VoI s pas ce qui empécherait le polyéedre de
Csaszar d'exister ...]
Maintenant, nous allons montrer qu'il faut
au moins six trous pour trouver un autre Il a sept faces toutes adjacentes deux a deux,
polyédre sans diagonaleda formule d'Euler et un trou. Pour e peindre sans que deux
donne une solution pour un nombre de trofeces adjacentes aient une couleur commune,

n= 6, mais pas pour 2, 3, 4, 5. il faut utiliser sept couleurs. Nous avons
fabriqué un pavage particuliérement simple

Pourntrous,onas—a+f=-2n-1) du tore, qui a la méme propriété (voir article
suivant).

On a, comme dans ce qui précede :
Jean Brette nous ayant prété un petit polyédre
2 de Csaszar en plagique, nous nous sommes
3 2 appliqués a en caculer les coordonnées, et
s-a+f=-2(n1) o -s2+7s=-12(n-1) l'avons tracc,é é_l l'aide deMaple ». Le résultat
n'est pas génial ... Par contre nous en avons
construit un avec des tiges de bambou et une

f=

ce qui nous donne : face relevable. Enfin, apres avoir longtemps
séché sur le polyédre de Szilassi, nous en
(s-3)(s-4)=12n avons trouvé un dessin et un patron dans un

ancien numéro de Rour la Science.
Pour n = 0, on retrouve s = 4 (tétragdre), et
pourn = 1,s= 7 (polyédre de Csaszar). Dans
le cas générals{ 3)(s— 4), qui est le produit
de deux entiers positifs consécutifs, doit étre
un multiple de 12.
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annexe 1 — le polyédre de Csaszar en kit Voici un exemple de coordonnées pour les
différents points :

A(-1, 0, 0) ; B(0, 1, -0.15) ; C(1, 0, 0) :
D(0, -1, —0.15) ; E(0.4, —0.15, 0.65) ;
F(-0.4, 0.15, 0.65)G(0, 0, 2).

Une fois les coordonnées connues, nous
avons fabriqué notre polyedre en bambou, et
B aussi en carton, en calculant les longueurs des
arétes. Cela n'a pas été le plus facile !
Ci-dessus, nous voyons la partie inférieure du
polyedre de Csaszar : elle comporte six poins
A B CDEF:

* A B, C, D, qui forment la « base », consti
tuent, vus de dessus, un carré ; cependant, la
diagonale [BD] est un peu en dessous de la
diagonale [AC] (elles ne se coupent donc

pas).

* Les pointE et F sont au dessus du tout ; le
segmentEF] est plus court que les deux seg
ments précédents, horizontal comme eux. Sa
direction a subi une Iégére rotation d'axe ve
tical par rapport a4C].

Les faces sont les suivantes : ADB, DBC,
ACF, ACE BCF, ADE, EFB, EFD.
Naturellement tous les points sont joints par
une aréte. A ce stade, il manque encore un
point, nous n'avons pas encore un polyedre
un trou : il n'y a ni intérieyni extérieur

* Le dernier pointG, vient coifer le tout ; il
apporte avec lui les face§CD, GCE, GEB
GBA GAF, GFD.
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annexe 2 — le polyédre de Szilassi en kit

* Vue du polyéde de Szilassi chaque face
touche les 6 autres.

©

dc
dc

gd

STe)

» Patron des 7 faces hexagonales du poly-

edre de Szilassinommées a, b, c, d, e, f, g.
(d'apres E. Gilbert, des laboratoires Bell).
L'assemblage se fait en accolant les cbtés de
méme nom.

ea
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