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142857 Le nombre 142857 a une propriété exception
nelle : quand on forme ses 6 permutations cir

culaires (a savoir 142857, 428571, 285714,
nombres permUtabIeS857142, 571428 et 714285), ces 6 nombres

. . sont multiples de 142857. Erfedf:
par Nathaly Lederman, Aline Gautier, P

Tatsuhei Iwasaki, Régis Lachaume et 142857 = 1x 142857
Stephane Fischleeléves de Tle C, lycee La 428571 = 3 142857
Fontaine (Paris 16) 285714 = 2 142857

: L 857142 = 6x 142857
enseignants : Ghislaine Gaudemet et 571428 = 4 142857
Jean Rouquette 714285 = 5¢ 142857

chercheur : Alain Pajor Nous appellerons “6-permutable” ou “permu

table a 6 chifes” un tel nombre, puisqu’il est
formé de 6 chifes (un chifre étant compris
entre 1 et 9 et un nombre étant formé de
chiffres).

Théoriquement, il faudrait spécifier dans
quelle base on considére ce nombre ; mais
comme on ne travaille qu’en base 10 (du
moins dans les deux premiéres parties et le

. : . début de la troisieme), cela sera implicite.
— Monsieur LANCELIN, Proviseur du lycée

Jean de La Fontaine, pour avoir contribué a
création de Math en Jeans au lycée ;

« Nous tenons a remercier :

B revanche, il est capital de préciser a com
bien de chifres un nombre donné est permu
table. En dkt, on peut par exemple considé
rer le nombre 123 a 5 chiés ; on le complé
ROU,QU.ETTE | I?rofesseur; de tera alors de deux zéros a gauche pour qu'il
Mat_hem‘?‘“‘%“es au lycee La Fontaine, POUM oacrive avec 5 chifes. Ses permutations cir
avoir animé Math en Jeans dans notre etabﬁﬁlaires seront donc 00123. 01230. 12300
sement ; 23001 et 30012. On peut vérifier que 123 est

. alors 5-permutable (on a : 23001 = 22387
— Monsieur PAJOR Chercheur en ;30910 = 10% 244).

Mathématiques a Paris VI, pour nous avoir
aidés a mettre en forme nos résultats et n
avoir proposé des élfissements du sujet. »

— Madame GAUDEMET et Monsieur

WY nombre donné est donc susceptible d’étre
g-permutable pour certains entiers g, mais
pas pour d'autres (I'étude des entigrpour
lesquels un nombre donné est g-permutable
fera I'objet de la troisiéme partie).

Le premier probleme qui se pose est de-trou
ver des nombreg-permutables, voire tous les
nombresy-permutables, pour une valeur don
née de g. Pour aborder cette question, nous
avons d’'abord remarqué que 142857 (nombre
6-permutable) est un diviseur de 106 - 1, et

gue 123 (nombre 5-permutable) est un divi-
seur de 19- 1.
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Nous avons réussi a démontrer que tous les par propriété de la multiplication par une
diviseurs de 19- 1 sontg-permutables : c’est puissance de 10.
I'objet de notre premiére partie.
Par soustraction, il vient :
Ensuite, nous avons cherché quels autres

nombres sont g-permutables : c’est la deuxié (A01-t) /k=a,...a,.
me partie. 101-t=K &...a.1.
Enfin, une troisieme partie contient des €lace membre de droite est un entidonc celui
gissements possibles du sujet. de gauche ausst est entier
Premiére partie : La démonstration est achevée : t/k vaut, par
démonstration directe définition et d’aprés le théoréme 1 de

I’annexe, F/(10-1). Or 1/k vaut A/(1(-1).
Soit A un diviseur de 109-1 (cette notation Nous avons donc démontré que F = t x A,
fait 'objet, comme toutes les autres notatiof@ommet est entierla permutation circulaire
et définitions utilisées, d’'un récapitulatif a |& de A est multiple deA.
fin de 'annexe).

Cette démonstration est valable pour tout i
NotonsA = a,a,...8, : le nombreA s’écrit en compris entre 2 et q, ¢’ est-a-dire pour toute
base 10 avec les chiffres a;, a,, ..., 8, On permutation circulaire da (saufA lui-méme,
peut avoir a, = 0, voire a, = a, = 0. Ainsi, qui correspond &= 1) : le nombreA estg-
pourq = 6, A = 91 est un diviseur de #Q. permutable.
Onnotedorsa; =a, =a;=a,=0,a;=9
etag = 1. THEOREME :

Considérons la fractioA/(10%-1). CommeA Tout diviseur A de 101 estg-permutable.

est un diviseur de fal, elle se simplifie en

1k ou k est un entier. Elle a pour écriture Le probléme de la réciproque se pose alors :
décimale (d’ aprés le théoréme 1 établi en les diviseurs de 109-1 sont-ils les seuls
annexe) : nombresg-permutables ?

1/k=023;...8085...8@13... ; La réponse est non : le nombre 246 est 5-per

mutable et n’est pas un diviseur de 105-1.
cette écriture est périodique de période Déterminons donc tous les nombeepermu
a,3,...8,, soit A. Déesormais, on notera une tables.
telle écriture en gras et italique a@,...a,

Deuxiéme partie : réciprogue

Cherchons, pour une valeur fixée de i
(i0[2, q], i entier), le réet défini par : Préambule et notations

tk=0a...a,a..-8;. Soit D = d,d,...d, un entierg-permutable (on
note en italiquel’ écriture d'un nombre en
Cette fraction a pour période e nombre base 10).
a...843y...8;.1, NOtEF. F est une permutation
circulaire deA. Montrons qu’en faitt est un De méme que dans la démonstration directe,

entier on peut avoid, = 0, voired, =d, = 0.
Ona: Toutefois, on exclut la possibilité que tous les
10-1/K = @y...8.4,8...83 ... 8.1, d; soient nuls, c’est-a-di@ = 0.
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Pour tout entier i compris entre 1 et g, on
noteX; I'entier d,d,...d.

Ainsi, X; = d; et X, = d;d, (il sagit non du
produit de d, et de d, mais du nombre qui
s’écrit en base 10 avec les deux fthgd, et
d,). X; est donc I'entier que forment lepre-
miers chifres deD.

On noteX le nombre rationnel 8,d,...d, (on
note en gras et italique la période d’un
nombre rationnel).

Le premier terme de la dérence vaut 1Q le
second vaut un entier t car le nombre
D =d,...d, estg-permutable d,...dd...d,
qui est une permutation circulaire de D, est
un multiple deD.
D’ou X/ X=10-t.

Or X = plk (voir le préambule) :kg)/p vaut
10-t, donc est entier : p est diviseur de kX,.
Comme p ed premier avec kK, il est diviseur
deX; (lemme de Gauss).

X s’écrit, d’apres le théoréme 1 de I'annexe,

p/k otk est un diviseur de fial etp etk sont

LEMME 1:

premiers entre eux (c'est-a-dire qu'il n’existe

aucun entier u différent de 1 tel que p et k
soient simultanément multiples de u ; autre-
ment dit, la fractiorp/k est irréductible).

Ainsi, pourD = 246 considéré a 5 chiés, X,
vaut 0024 = 24 eX = 000246s’écrit 2/813,

pour tout entier i, aveci U [1, q], X; est
multiple de p.

Dans cet énoncé est le nombréormé par
lesi premiers chifres deD ; p est I'entier tel
queX=04d,...d, s’écrivep/k avecp etk pre-

doncp = 2 etk = 813 (2 et 813 sont bien premiers entre eux. Le nombre D = d,...d, est

miers entre eux).

supposéj-permutable.

Le but de cette démonstration est de monti2onnons un exemple de ce lemme.
gu’on peut toujours se ramener a un cap otChoisissong = 5,D = 00369 (369 est bien 5-
vaut 1 (on retrouve alors poDr un diviseur permutable) et= 4.

de 16-1).

On adonc:

Le lemme 1 établit un résultat réutilisé par la

suite ; le lemme 2 prouve que, avec les
notations précédentes, on a p < 9 et montre
dans quels cas on a 2, 9].

Enfin, un théoréme résume ces lemmes.

le lemme 1

X,=0036 = 36.
Le réelX = 0,00369s’écrivantp/k, p etk pre-
miers entre eux, montrons gpesst un div
seur deX, = 36. Pour cela, calculong/X.

XX = 36/0,0036900369...

Calculons la valeur d&/X pour montrer que X,/X = 36,9003690036... / 0,0036900369...

cette valeur est entiére.
Ona:

X,/ X=d...q/ 0d,...d

- 0,9003690036... / 0,0036900369...

Or le premier terme de cette différence vaut

104, et le deuxiéme 90036/00369, c’est-a-dire

244, qui est entier car 369 est 5-permutable.

(le dénominateur en gras-italique renvoie aXa/X = 10*-244 = 9756.

fraction de périod® = d,d,...d,)

X/X = [0y...d,Ghsy...dgh...Ch / O 6. ]
- [0Ghsy...dgfh...dh /0 dy...dq]
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le Lemme 2 Ainsi, si D vaut 00369 (qui est 5-permu-
table), p doit étre un diviseur de 3, de 6 et

Démontrons que, en conservant toujours les de 9. Il ne peut valoir que 1 ou 3. En réalité,

notations du préambule, tous les fre qui X = 0,00369s’écrit 3/813 p vaut 3.

forment le nombr® sont des multiples de,

¢’ est-a-dire que pour tout entier i, avec On peut former le quotiert = D/p.

id[1, q], d; est multiple de p (p est défini

comme l'entier tel qu& s’écrive p/k avecp Notons, pour tout entigfl[1, q], & = di/p. A

et k premiers entre eux, ou X est le nombre est alors I'entiegy a,...a,

0d,...d, etD =d,...d, est un entieg-permu

table). Ona: pk=04d,...d,
donc 1k=0a,...a,= A/(10%1)

Ainsi, si D vaut 00369 (qui est 5-permu-

table), p doit étre un diviseur de 3, de 6 et d’aprés le théoréme 1 démontré en annéxe.

de 9 :p ne peut valoir que 1 ou 3. En réalitéest donc un diviseur de 10%-1 (puisque la

X =0,00369s’écrit 3/813 p vaut 3. fraction A/(1F-1) se simplifie en 1/k : on a
109-1 =A x k).

Le premier chifre deD, notéa,, est divisible

parp d’'aprés le lemme 1 appliqué au rang Mais A a une particularité supplémentaire :

(carX,; =d). pour tout entief, avecil][1, g, on a :d, <9
donca; < 9/p.

Pour tout chiffre de D autre que le premier,

notons son rangiJ[2, q]).

LEMME 2 bis :
Ona:
Xi=10x X, +d, Tout nombre D g-permutable s’écrit p x A
ol A est un diviseur de 10%1 et p est un
d’'apres la définition d; et deX, ;. entier tel que tous les chiffres qui compo-
sentA soient inférieurs ou égaux a @
D’ou d=X-10xX_:

Tous les chiffres du nombre D sont alors
d; est la diférence de deux entiers divisibledivisibles par p.
parp (d'aprées le lemme 1), dorg; est divi
sible parp. le théoréme final

La propriétéa, < 9/p pour tout entier s’écrit
LEMME 2: aussi :maxa; < 9, oumax adésigne le plus
grand desy, pouri entier compris entre 1 et
Si D est un nombre g-permutable, tous les g. On peut en déduire que
chiffresd qui composent le nombe D sont
divisibles parp. (max @/9 < 1/p, soitp < 9/(max ).

Dans I'énoncé de ce lemmegest I'entier tel Tout nombre D g-permutable s’ écrit donc
queX = 04d,...d, s’écrivep/k avecp etk pre- p x AouA est un diviseur de fai et oup est
miers entre eux.’éntier D = d,...d, est sup un entier tel que :
poség-permutable.

1< p<9/(max d.
Une conséquence de ce lemme estpopui
est un diviseur dd; avecd < 9, est lui-méme Réciproquement, les nombres qui s écrivent
inférieur ou égal a 9. p x A, oUA est un diviseur de fal etp un

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994



page 185

entier non nul inférieur a 9/(max a;), sont Ainsi, pour tester si 84 est 6-permutable, on
g-permutables. C’est vrai popr= 1 d’aprés cherche un entier p diviseur de 8 et de 4. On a
la premiere partie. J est strictement supé le choix entre 2 et 4. Si on opte pour 2, on est
rieur a 1, le nombrp x A estg-permutable a ramené a 42 dont les chiffres sont encore
condition que la multiplication de A par p divisibles par 2 : on arrive donc a 21, comme
s’effectue sans utiliser de retenues, ce qui esbn avait directement divisé par 4. Or 21 est
le cas sp est inférieur a 9fax q). un diviseur de 191 (car 16-1 = 21x 47619)
donc 21, 42 et 84 sont 6-permutables.
Ainsi, A= 123 est un diviseur de 34.. Dans
cet exemplemax a vaut 3, don@ doit étre Un autre intérét de ce théoréme est qu'ik per
inférieur ou égal a 9gax @ = 3. On obtient met de trouver tous les nombres g-permu
donc les nombres 123, 246 et 369 qui sont tables, pour un entigrdonné.
tous 5-permutables.
Il suffit en efet d’énumérer tous les diviseurs
Vérifions-le : de 106-1, ce qui peut étre réalisé de maniére
exhaustive a I’ aide de la décomposition de
00123/123 = 00246/246 = 00369/369 =1  109-1 en facteurs premiers.
01230/123 = 02460/246 = 03690/369 = 10
12300/123 = 24600/246 = 36900/369 = 100Ensuite, si A est I’un de ces diviseurs et si
23001/123 = 46001/246 = 69003/369 = 187max a est le plus grand des dinés qui com
30012/123 = 60024/246 = 90036/369 = 244 posent |’ écriture de A en base 10, on forme
les nombres p x A ou p un entier compris
entre 1 et 9/(max a;). On est alors assuré
THEOREME : d’ aprées le théoréme que tous les nombres
obtenus par cette méthode sont g-permu
Un nombre est g-permutable si, et tables, et réciproquement que tous les
seulement si, il s’écrit sous la form@ x A nombresy-permutables sont obtenus par cette
oU A est un diviseur de 18-1 etp un entier méthode.
compris entre 1 et 9/fnax §) ou max g est
le plus grand chiffre du nombre A. On peut alors trouver des nombres qui ne
sont jamais g-permutables, quel que soit
Le nombre obtenu est alors tel que tous sed’entier g.
chiffres sont des multiples de.
Il s’agit, tout d’abord, des nombres pairs dont
On peut en déduire une méthode pour détau moins un chiffre est impair. Raisonnons
miner si un nombr® estg-permutable. par I'absurde : si un tel nombeétaitg-per
mutable, il s’écriraifp x A, avec les notations
Il faut d’abord chercher s’il existe un ent@r précédentes.
compris entre 2 et 9 qui soit diviseur de
chaque chffe qui compose le nombi2 Or p ne peut étre paisinon tous les clhites
qui composent D seraient pairs (d’ apres le
Si un tel nombre existe, on considére le lemme 2 bis). Donc p est impair ; mais A,
nombre D/p. On est donc ramené au cas ol diviseur du nombre impair 10%-1, est aussi
aucun entier p compris entre 2 et 9 n"est impair : D = p x A est donc impajret il y a
simultanément diviseur de tous les chiffres contradiction. Un tel nombre ne peut donc
qui composenD (les chifres deD sont alors pas étre g-permutable, quel que soit g. De
dits “premiers dans leur ensemble”). méme, un nombre divisible par 5 mais
dont au moins un cHike est diférent de 0 et
Dans ce cad) estg-permutable si, et seule de 5 ne peut pas étgepermutable, quel que
ment si, il est diviseur de 94. soitq.
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La démonstration est la méme, en remplacadsm entier irréductible D est aors g-permu
“pair’ par “divisible par 5" et “impair’ par table si, et seulement si, c’est un diviseur
“non divisible par 5”. de 10-1 (d’aprés le théoréme démontré dans
la deuxiéme partie). Donc, pour tout entigr
Ce résultat était d’ailleurs visible qOE si, et seulement si, 109-1 est multiple
directement soit, par exemple, le nombre deD.
416. Considéré g chiffres @ étant un entier
supérieur ou égal a 3), I'une de ses permufi D est pair ou divisible par 5 (c’est-a-dire si
tions circulaires est 6000...0041, avec (g-3) D n’est pas premier avec 10), alors D n’est
zéros. Cette permutation circulaire, qui est pasqg-permutable quel que soit I'entigr(on
impaire, ne peut étre multiple du nombre drippose en &t D irréductible ; ce résultat a
départ, qui est paibonc 416 n'est pag-per déja été démontré).
mutable quel que soit I'entier
Sinon (c’est-a-dire 9D est premier avec 10),
Pour un entieD donné, notong& I'ensemble pour démontrer quE n’est pas vide, utilisons
des entiers non nutstel queD soitg-permu I'anneauZ/DZ présenté juste avant I'annexe.
table. Appelons “ensemble des occurrences D’apres le théoreme 3 démontré en annexe, il
deD” cet ensemble. existe au moins un entidrtel que :

Il existe donc deux catégories de nombres 10" =1 (modD),
dont I’ensemble des occurrences est
'ensemble vide ; quel est cet ensemble potirest-a-dire tel que D soit permutable a T

les autres entiers ? chiffres. LensembleE des occurrences d2
est donc non vide pour tout entigrirréduc
Troisieme partie : tible et premier avec 1@n supposera doré
Elargissement du probleme navant que ces deux conditions sarhplies.

Ensemble des occurrences d’'un entier D L’ensembleE, qui est une partie non vide de
N*, a un plus petit élément u. L’entier u

S’il existe un entiep compris entre 2 et 9 quis’appelle I'ordre de 10 dar’dDZ.

soit un diviseur de chaque dn& qui compe

se le nombr® alors les entier® et D/p ont Montrons que E est |’ ensemble u-N* des

le méme ensemble des occurrences. On peutltiples strictement positifs de

donc se ramener au cas ou il n'existe pas de

tel entierp supérieur ou égal a 2. Montrons d’abord que u-N* est inclus dans
E. En efet, pour tout entier strictement posi

DEFINITION : un entier D ed dit irréduc- tif a, ona:

tible s’il n’existe aucun entigy compris entre

2 et 9 qui divise chacun des dhek qui com 10u=(10v)a=12=1 (modD),

posent I'écriture en base 10 du nombre
donc @xu) OE.

Remarqgue : la phrase “a divise b” signifie

guea est un diviseur dé, c’est-a-dire quédo Montrons maintenant que E est inclus dans

est multiple de. u-N*,

Autre formulation de la définition Soitn un élément d&.

B est irréductible si, et seulement si, ses Alors, par division euclidienne deparu, n
chiffres sont premiers dans leur ensemble s’écrit de maniére unique sous la forme
(c’est-a-dire si leur PGCD vaut 1). sxu+r avec r compris entre O et u-1 et s
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entier On a : 10= 10w+ (modD).
=(109s x 10 (modD).
1sx 100 (modD).
=10 (modD).
Or, commen est un élément dg,
100=1 (modD).
Par transitivité, on a aussi :
10 =1 (modD).

Une conséquence immédiate de ce théoreme
est que si D est irréductible et premier
avec 10 alorgh(D), qui est un multiple de,

est élément d& : D est¢(D)-permutable.

Exemple d’application de ce théoréme : ehoi
sissons D = 123, qui est irréductible car les
chiffres 1, 2 et 3 sont premiers dans leur

Sir est non nul, il est donc (par définition densemble. Comme, de plus, 123 est premier

E) un élément de E. Mais r < u-1, ce qui

avec 10E = u:N*. On sait queu est compris

contredit la définition des comme plus petit entre 3 (le nombre de chiffres de 123) et

élément deéE. Doncr est nul e, qui s’écrit
sx u, est bien un élément deN*.

L’ensembleE s’écrit donc bieru-N*, ou u est
I'ordre de 10 dang/DZ.

Appliquons le théoreme 3 démontré en
annexe :u est un diviseur dé (D), ou ¢(D)
est I'indicatrice d’ Euler, qui représente le
nombre d’entiers inférieurs a D et premiers
avecD.

D’autre part, u est supérieur ou égal au
nombre de chifes qui formenD quandD ne
commence pas par un z€ro ; ainsi, pour

$(123), et que u est un diviseur de ¢(123).
Pour calculer ¢(123), on peut appliquer la
formule suivante (dont une démonstration est
donnée en annexe, au théoreme 2) :
Ecrivonsn sous la forme
bole[] désigne le produic
[des p;si pour i entier compris entre 1 et r]
(r est un entier qui dépend deg On suppose
s = 1 etp, premier (lesp; sont tous distincts).
Dans ce cas,ona:

o(n) =nx |‘] (1-1p),

ce produit étant &ctué poui entier compris

(ps) ou le sym

D = 6451, 10et 13 ne peuvent pas, de facoentre 1 etr. Or 123 = 3x 41. On a p; = 3,

évidente, étre congrus a 1 modulo D,
puisgu’ils sont inférieurs a D. Cela est en

p, = 41 etr = 2. Donc¢(123) = 123 (2/3) x
(40/41) = 80 wu est un entier compris entre 3

accord avec la définition méme de nombre (car dire, par exemple, que 123 est permu-
permutable : un nombre de 4 d¢hék ne peut table a 2 chifes n'a pas de sens) et 80. De

pas étre 3-permutable.
THEOREME :

L'ensemble E des occurrences d’un entier
D est donné par :

plus,u est un diviseur de 80.

En cherchant la classe de 109 modulo 123,
pour g variant de 3 a 80, on s apercoit que
cette classe est celle de 1 dés quaut 5 :u
=5 et E = 5:N*, I’ensemble des multiples

* S’il existe un entierp compris entre 2 et 9 strictement positifs de 5.

qui divise simultanément tous les chiffres
qui composent le nombre D, I’ensemble

L’entier u est donc, quel que soit I’entier D

des occurences deD est le méme que celui irréductible et premier avec 10, inférieur ou

deDlp;

Si D est irréductible :

— E est I'ensemble vide sD et 10 ont un
diviseur commun autre que 1, c’est-a-die
siD est pair ou divisible par 5 ;

— E est du typeu-N* si D et 10 sont pe-
miers entre eux ; u est compris entre le
nombre de chifres deD et ¢(D). De plus,u
est un diviseur dep (D).
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égal ad(D). On peut chercher a caractériser
les entiers irréductibles D tels que u vaut
exactementp(D). On appelle “réfractaire” un
tel entier D. Par extension, cette définition
s'appliquera aussi aux entiers non irréduc-
tibles ; elle signifie simplement que
I”ensemble E des occurrences de D est
I’ensemble ¢(D)-N* des multiples stricte-
ment positifs de& (D).
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Entiers réfractaires Considérons |I’ensemble G des puissances
successives de dansz/DZ, D étant premier
Notion de base avecb. (G, x) est un groupe cyclique commu

tatif (la démonstration de ce résultat fait
Tout ce qui a été démontré précédemment I'abjet du théoréme 3, placé en annexe) dont
été en base 10 ; mais la méme démonstratibordre est u et admettant b pour élément
est possible dans n'importe quelle autre baggnérateyren conservant les notations précé
a condition de remplacer, partout ou il est demment définies.
employé, le nombre 10 par la base choisie.

Si u vaut ¢(D), G est inclus dans (Z/DZ)*
Il peut étre particulierement intéressant de (d apres le théoreme 3) et comporte autant
choisir pour base un nombre premier ; d’ééments que (Z/DZ)* : G = (Z/DZ)*,
I’ensemble des occurrences de tout entier D donc (g/DZ)*, x) est un groupe cyclique qui
non multiple de la base (c’est-a-dire dont admetb pour générateur (car il en est ainsi de
I’ écriture ne se termine pas par un zéo) est G).
alors de la formé& = u-N*.

Réciproguement, si le groupe ((Z/DZ)*, x)
Dorénavant, tous les calculs s’ effectueront est cyclique de génératdoalorsu = ¢(D).
dans une base quelconque ; les définitions
de nombres irréductible, g-permutable,
réfractaire et d’ensemble des occurrences THEOREME :

sont & prendre dans cette base. En base b, un entier irréductible D pre-
mier avecb est réfractaire si, et seulement

Appliquons le théoreme 4 de I'annexe : si, le groupe (Z/DZ)*, x) est cyclique de
générateurb.

— SiD = 2 x A, oUA est un entier irréduc

tible impair alorsD est réfractaire si, et seuExemple : SD vaut 19 et sb vaut 10, 19 est

lement siAl'est (dans la méme base). bien irréductible (en base 10) et premier avec
10. Les restes modulo 19 des puissances suc

— SiD = 2 x A, oUA est un entier irréduc cessives de 10 sont :

tible pair ou siD = p x A, oup est un entier

supérieur ou égal a 3, aldbsne peut pas étrel(® 1 (mod 19) 10t =10 (mod 19)

réfractaire, quelle que soit la base considérég? = 5 (mod 19) 10 =12 (mod 19)
On est donc ramené au casest irredue 104 = 6 (mod 19) 106 = 3 (mod 19)
tible. 106 =11 (mod 19) 10’ =15 (mod 19)

10 =17 (mod 19) 1(® =18 (mod 19)

Si D, qui est irréductible, n'est pas premier 101°= 9 (mod 19) 10! =14 (mod 19)

avec la base b, D ne sera pas ¢-permutable, 1012= 7 (mod 19) 103 =13 (mod 19)
quel que soit] : D ne sera pas réfractaire. O104= 16 (mod 19) 105 = 8 (mod 19)
supposera donc dorénavant que D est un 1016= 4 (mod 19) 1017 = 2 (mod 19)

entier irréductible (en base b) et que D est 1018= 1 (mod 19)
premier ave®.

Le plus petit entieq tel qu'on ait : 18 =1
Condition nécessaire pour qu’'un entier (mod 19) est donc 18 = ¢$(19) ; tous les
soit réfractaire entiers inférieurs a 19 et premiers avec 19

(ici, ils sont tous premiers avec 19 car 19 est
Considérons d'abord le cas (trés particulier) lui-méme un nombre premier) s écrivent
de 1. On a ¢(1) = 1, donc 1 est réfractaire  comme une puissance de 10 : 10 est généra
dans toute base b. On supposera désoinaiteur de (Z/192)*, x) et 19 est réfractaire en
supérieur ou égal a 2. base 10.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Nous admettrons le théoréme suivant : le DorénavantD sera, de plus, diérent de 4 :
groupe ((Z/DZ)*, x) est cyclique (Cest-& on suppose qu’il s’écrips ou 205 ou p est un
dire admet un ou plusieurs éléments générmbre premier impair etun entier non nul.
teurs) si, et seulement si, D vaut 2, 4, psou Pour un tel entier D, on peut chercher dans
2ps oup est un nombre premier impairgtn combien de bases il sera réfractaire. Cela
entier supérieur ou égal a 1. revient a chercher combien il existe de géné
rateurs du groupeZ(DZ)*, x).
Or pour queD soit réfractaire dans une eer
taine base b, il est nécessaire que le groupe Nombre de générateurs de Z/DZ)* ,x)
((Z/DZ)*, x) admette des générateurs,
c'est-a-dire quéd fasse partie de la liste préLe groupe (Z/DZ)*, x) étant cyclique, il est
cédente. Mais cela n’est pas suffisant car isomorphe au groupe (Z/¢(D)Z, +). L'iso-
dans un groupe cyclique, tout élément n'est morphisme est réalisé par la fonction g de
pas générateur Z/$(D)Z dans Z/DZ)* définie par

Le casD = 2 est peu intéressant : 2 est réfrac g(n) =hn (modD)
taire en basé si, et seulement si, 2 est per
mutable a 1 chife en basé. Il est nécessaireou h est un élément générateur du groupe

et sufisant queb soit au moins égal a 3. ((Z/DZ)*, x) (h existe car ce groupe est
cyclique).
THEOREME : En efet, cette fonction est bijective puisque h

Quelle que soit la base b, une condition est générateur ; de plus, d’aprées les propriétés
nécessa@ pour qu’'un entier irréductible des opérations sur les puissances, elle réalise
D soit réfractaire est qu’il soit premier un morphisme de groupes :
avecb et qu'il vaille 2, 4 ou s’écriveps ou
2ps ou p est un nombre premier impair et s g(l + m)=g(l) x g(m) (modD)
un entier non nul.

pour toud etmdeZ/$p(D)Z.
Nous travaillerons donc désormais sur un
entier D irréductible (en base b), premier Le nombre d’éléments générateurs étant
avecb et s’écrivanips, 2ps ou valant 4. conservé par isomorphisme, il §ufle cher

cher la valeur de ce nombre dans le groupe
Pour queD soit irréductible, il est nécessairéz/¢(D)Z, +).
gu'il s’écrive avec au moins deux dnés en

baseb, donc on doit avoirb < D. Or les éléments générateurs du groupe
(Z/d(D)Z, +) sont les classes d'équivalence
Etudions le cas particulier divaut 4. correspondant a des entiers n premiers avec

¢ (D). En efet, dans ce cas, I'égalité

Ona: b<4.
nx k=0 (mod¢(D))

Comme 4 doit étre premier avbchb ne peut
valoir que 1 ou 3, mais la base 1 n’existe pamplique, d’ aprés le lemme de Gauss, que k
doncb = 3 est la seule base dans laguelleséit multiple dep(D).
est éventuellement réfractaire. Or I'ensemble
(Z2/4Z2)* ne comporte que deux éléments, lésordre de n dans (Z/¢(D)Z, +) est $(D) :

classes de 1 et de 3 ; 3 est bien générateundest générateur. Il y a donc autant

cet ensemble f3= 1 (mod4)]. d’éléments générateurs que d’entiers compris
entre 1 et ¢(D) et premiers avec ¢ (D), soit

Donc 4 est réfractaire en base 3. d(¢(D)).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Donc le nombre de générateurs de
((ZIDZ)*, x) estdp(p(D)), d’'oli le théoréme :

THEOREME :

Pour tout entier D de la formeps ou 2, ou
p est un entier premier impair, il existe au
moins ¢(¢(D)) bases dans lesquelled, s'il
est irréductible, est réfractaire.

L’ expression “s'il est irréductible” provient
du fait qu’'un entier est ou non irréductible
suivant la base b considérée. Parmi les
¢d(¢(D)) bases qui correspondent & des élé&-

Un entierD de la formeps ou 2os, oup est un
entier premier impair et s un entier stricte-
ment positif, peut donc étre réfractaire ou non
selon la base considérée : il faut établir une
méthode pour le tester

Méthode de test

Comme nous |I’avons démontré précédem-
ment, on peut toujours se ramener au cas ou
D est irréductible et premier avec b. On
cherche aors a savoir S b est générateur de
((Z/DZ)*, x). De plus, il est nécessaire dde

S écrive ps ou 2ps (ou p est un nombre pre-
mier impair), pour que le groupe

ments générateurs, il peut y en avoir certaingg/DZ)*, x) soit cyclique.

ou D n’est pas irréductible et telles ghesoit

générateur de Z{DZ)*, x). D n’est alors pas Comme b est premier avec D, il existe des
réfractaire s'il s'écrifp x A avecp supérieur entiersq strictement positifs tels que

ou égal a 3A irréductible, ou 2x A avecA

pair et irréductible (d’apres le théoreme 4 de

'annexe).

ba=1 (modD).

Le plus petit de ces entiers q est appelé

Si on omet I'hypothéseD est irréductible”, il 'ordre deb dans (Z/DZ)*, x). Il est notéh.
peut y avoir des basbsavecb générateur de L'élémentb est générateur si, et seulement si,

((z/DZ)*, x), dans lesquelles D n’est pas
réfractaire. L’entier D peut donc étre réfrac-
taire dans moins dig(¢(D)) bases.
L’expression “au moins” provient du fait
gu’il peut exister une basedans laquelld®
n'est pas irréductible.

Or Implication logique

“si D est irréductible alor® est réfractaire”

équivaut a

son ordreh est égal au nombre d’éléments du
groupe, soith(D).

La méthode est la suivante :

i=r

soit |:| (p;s) la décomposition de ¢(D) en

facteurs premiers, avecentier compris entre
1 etr, s = 1 etp, premier (leg, sont tous dis
tincts).

On suppos® irréductible, premier aveb et
s’écrivantps ou 2os (ou p est un nombre pre
mier impair). Soit les entiem; définis par :

“D est réfractaire oD n’est pas irréductible” N, = ¢(D)/p,, pour i compris entre 1 et r.

le “ou” étant inclusif.

Alors b est générateur deZ(DZ)*, x) si, et
seulement si, bNi n’est jamais congru a 1
modulo D, quel que soit I’entier i compris

Dans toute badeou D n’est pas irréductible, entre 1 et.

cette proposition est donc vraie, dusoit ou
non générateur deZ(DZ)*, x). C'est pour
guoi cette proposition peut étre vraie dans
plus dedp($(D)) bases :

la formule “au moins” est nécessaire.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Montrons que la condition est suffisante :
supposons que l'ordre de(notéh) est strie
tement inférieur a ¢(D) et montrons qu’il
existe au moins un entier i tel que bNi soit
congru a 1 modul®.

Exemple d application de cette méthode :
montrons que 19 est réfractaire en base 10.
19 est bien irréductible en base 10, premier
avec 10 et s’ écrit ps = 191 avec p = 19,
nombre premier impair

D’apres le théoréme de Lagrange, I'ordre @g€19) = 18 se décompose en facteurs pre-
chaque élément du groupe (et en particliljermiers sous la forme : 18 = 21 x 32, Les

I’ordre de b) est un diviseur de ¢ (D), le
nombre d’ éléments du groupe cyclique
((Z/DZ)*, x) tout entier (ce groupe est
cyclique car on suppose que D s écrit ps ou
2psou p est un nombre premier impair).

Le nombre ¢(D)/h est alors un entier, et un

diviseur de ¢(D) ; il ne vaut pas 1 car par
hypothésé est strictement inférieurd(D).

Commed(D) s’écrit |:| p:si,

le nombrep (D)/h s’écrit |:| pit

nombres a tester sont doNg = 18/2 = 9 et
N, = 18/3 = 6.

On évalue donc les restes modulo 19 d& 10
et de 10; on trouve respectivement &t 18.
Aucun de ces deux nombres ne valant 1, 19
est réfractaire en base 10.

ou lesp; (qui sont les mémes pour ces deux

décompositions) sont des nombres premiers
digincts et ou t; est un entier positif (éven-
tuellement nul), avet < s pour tout entier.
On ne peut avoit = 0 pour tout car sinon
¢(D)/h vaudrait 1, ce qui est contraire a
I'hypothése.

Il existe donc un ou plusieurs entiers i tels
que t; est non nul. Si i, désigne I'un d entre
eux,ona:

¢(D) /h=p, x¢

ou e est un entier quelconque. On a dans
cas:
Ni, = ¢(D)/p,=hxe,

ce qui implique :

bNi, =bh>xe= (bhe=1e=1 (modD)
carh vérifie : bh =1 (modD). Il existe donc
au moins un entigrtel quebNi soit congru a
1 modulo D. La méthode donne bien une

condition nécessaire et fishnte pour qué
soit générateur deZ(DZ)*, x).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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; . * L'addition possede les propriétés suivantes :
Presentation

de 'anneauZ/DZ

— Elle est interne :

pour tousa etb deZ/DZ,
On suppose fixé un entiér= 2. (at+b) est un élément d&/DZ.
Définition : Par exemple, dans Z/8Z, si on effectue la

On dit que deux entiers a et b sont congrus somme 7 + 6, il existe un entier c compris
modulo D si b est le reste dans la division entre O et 7 tel qu'on puisse identifier 7 + 6 =
euclidienne de a par D, c'est-a-dire si (a-b) 13 ac. Dans ce cag,vaut5 car 13-5=8.
est multiple de.
— Elle est associative :

On note :

a=b(modD). pour tousa, betcdeZ/DZ, on a:
Ainsi, on a: (atb)+c=a+ (b+c).

17=2 (mod 5) car 17 - 2 = 15 =385. Par exemple, darg/8Z, on a :
5+6)+7=11+7=3+7=10=2et
On convient alors d'identifier (C'est-a-dired®& + (6+ 7) =5+13=5+5=10=2:la
considérer comme égaux) deux nomlaet place des parenthéses n'a pas d’influence sur
bsi, et seulement s =b (modD). le résultat.

Dans ce cas, on peut interpréter I’ensemble — Elle est commutative :
Z/DZ comme I'intervalle [0, D-1] de N,
muni d’une addition et d’'une multiplication. pour tousaetbdezZ/DZ, a+b=b+a

Pour éviter la confusion avec les opérations — Elle admet O pour élément neutre :
dans N ou dans Z, on note I’ égalité non =
mais avec trois traitss. pour toutadeZ/DZ, a+0=0+a=a.

Ainsi, I’ensemble Z/5Z (c’est-a-dire Z/DZ — Tout élémentadeZ/DZ admet un opposé,
pour D = 5) peut étre considéré comme c'est-a-dire un élément a' de Z/DZ tel que
I'ensemble {0 ; 1; 2; 3; 4}, enidentifiant a+a =0.
deux nombreaetbsia=b (mod 5).

Par exemple, dans Z/10Z, ona: 3+ 7 =0,
Par exemple, dans Z/5Z,ona: 2+ 1=3 donc 7 estl'opposé de 3 et 3 celui de 7.
et2x3=6=1, car comme 6 -1 =5, écrire 1
ou €crire 6 revient au méme (on a identifié ¢ La multiplication posséde les propriétés- sui

ces deux nombres). vantes :

De méme, danZ/7Z,on a : 6x 5=30=2 — Elle estinterne :

car on identifie les nombres 30 et 2 dont la

différence vaut 28, qui est un multiple de 7. pour tousaetb deZ/DZ,

(a x b) est un élément d&/DZ.
DansZ/8Z, on peut écrire : 42=8=0.
— Elle est associative :
L'ensembleZ/DZ, muni de I'addition et de la
multiplication, a alors une structure d’anneau pour tousa, b etcdeZ/DZ,
commutatif, c’est-a-dire : (axb)yxc=ax(bxc).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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— Elle est commutative : avec 81. Ces exemples permettent fdiaker
gue 10 n’est pas inversible daA35%Z, ni 2
pour tousaetb deZ/DZ,axb=bxa. dansz/10Z, ni 8 dansZ/12Z.

— Elle admet 1 pour élément neutre : En revanche, 5 est inversible dati3Z. Cela
est bien vérifié car 8 3=15=1 dansz/7Z.
pour toutadeZ/DZ,ax1=1%xa=a.
De méme, 25 est inversible dans Z/81Z car
» La multiplication est distributive sur 'addi 25 x 13=325=324 + 1=81%x4 + 1=1

tion : dansz/81Z.
pour tousa, betcdeZ/DZ, On peut, al’aide de ce théoreme, dresser la
ax((b+c)=(axhb)+(@xc. liste des ééments inversibles d’un anneau

Z/DZ, par exemple de Z/12Z : il S'agit des
Certains éléments d&/DZ ont une propriété éléments 1, 5, 7 et 11. En effet, ce sont les
supplémentaire : pour ces élémeamtd exis seuls entiers compris entre O &telt premiers
te un inverse b, c’est-adire un élément de avec 12. On remarque donc qu'il y a 4 élé
Z/DZ tel quea x b = 1. Ainsi, dan¥Z/5Z, on ments inversibles dargd12Z7.
a:2x3=1, donc 2 est l'inverse de 3 et 3
celui de 2. On définit une fonctiop (appelée indicatrice
d’Euler) telle que pour tout enti€ supérieur
En revanche, dans Z/10Z, 2 n’admet pas ou égal a 2, ¢(D) est le nombre d' é éments
dinverse car il n'existe aucun élément b de inversibles de Z/DZ. On pose en outre, par
Z/10Z tel qu'on ait : 2x b= 1 (pour le vér convention$(1) = 1.
fier, il suffit de tester la valeur dexb quand
b varie entre 0 et 9). La formule générale permettant de calculer
¢ (D) pour un entieD quelconque est démeon
Un élément qui admet un inverse sera dit trée au théoreme 2 de I'annexe.
inversible ; I’ensemble des ééments inver-
sibles dez/DZ sera notéZ/DZ)*.

Le théoreme 5 démontré ci-dessous exprime
gue dans I’anneau Z/DZ, un élément n est
inversible si, et seulement si, il est premier
avec D (c’est-a-dire si, et seulement si, il
N’ existe aucun entier supérieur ou éga a 2
qui soit diviseur den et deD) ; quel que soit
D, 0 n’est pas premier avecmais 1 I'est.

Par exemple, 10 n'est pas premier avec 35

car 5 est a la fois diviseur de 10 et de 35 : on
a (dans I'ensemble classique des entiers-natu
rels) 10 =5x2 et 35 = 5 7.

De méme, 2 n’est pas premier avec 10

car 10 = 2x 5 et 2 = 2x 1. Pour démontrer
gue 8 n’est pas premier avec 12, on peut utili
ser deux exemples : 2 ou 4. Effegfchacun

de ces entiers est diviseur de 8 et de 12. En
revanche, 5 est premier avec 7 et 25 I’ est

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Démonstration

Annexes
Pour chaque facteur premier p;, il y a n/p;
THEOREME 1 : entiers compris entre 1 eigui sont multiples
dep, doncn - n/p, = n (1-1/p) qui sont pre
Al(10%-1) = Opyay...a, OUA = qd,...3, miers ave@,.

[NDLR : rappelons que ... Pour tout i, la proportion d entiers premiers
O0ai@;...84= 0@y3,...8435...813. .. ] avecp; parmi les entiers compris entre 1net
est donc 1-1.

Démonstration
Or les événements
Ona:
- “étre premier avep;”
0,84...84= Z (A x 109 et “8tre premier avep,”

0,2,3,...8,= (109x A) / (1 - 10% d’aprés les sont indépendants pout j, carp; et p, sont
formules de sommes infinies. alors premiers entre eux.

0a3,...a5= A/ (109 - 1) en multipliant le L’événement
numérateur et le dénominateur paf.10
“étre premier aveq’,
La fractionA/ (1(F - 1) est susceptible d’étre
simplifiée en p/k, ou p et k sont premiers qui s’écrit aussi
entre eux k est alors un diviseur de 40 1.
Cela est utilisé au début de la deuxieme par  “pour touti, étre premier aveg”,
tie.
s’ obtient comme I’ intersection des évene-
THEOREME 2 : ments
d(n) =n x ” (1-1/p) “étre premier avep”
= pouri variant de 1 a.
ou la décomposition de n en facteurs pre-
miers est i=r La proportion, parmi les entiers compris entre
”pisi 1 etn, de nombres premiers aveaest donc
= le produit des proportions d’entiers premiers

avecs > 0 pour tout entier i compris entre avecp, c'est-a-dire

1 etr. i=r
” (1-1/p).
Rappelons d'abord que ¢(n) est le nombre =
d entiers compris entre 1 et n et premiers Le nombre d entiers compris entre 1 et n et
avecn (on pose par conventign1) = 1). premiers avea est donc :

nota bene : d(n) =nx ” (1-1f)).
Ce théoreme peut étre démontré de maniere =

trés abstraite, en utilisant des anneaux Remarque cette formule permet d’ établir
isomorphes. Nous avons préféré essayer de que pour des entiers a et b premiers entre
trouver une aur démonstration, un peu plugux, ¢(a x b) = d¢(a) x ¢(b). Cette propriété
intuitive. Cependant, le raisonnement perd sera utilisée dans la démonstration du théoré
une patie de sa rigueur me 4.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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THEOREME 3:

Si G est I’ensemble des puissances
successives de 10 dans Z/DZ, ou D est
premier avec 10, G est un groupe
multiplicatif cyclique et commutatif.

De plus, G est inclus dans (Z/DZ)*,
ensemble des éléments inversibles de
I’anneau Z/DZ et I'ordre u de 10 dans
Z/DZ est un diviseur ded(D).

Remarque il est possible dans ce théoréme
de remplacer 10 par n'importe quel enbiea
condition queb soit premier aved.

En multipliant les deux membres de I'égalité
précédente par [inv(10)f, il vient : 1 = 107
(mod D) d’aprés I'égalité 18T = 10 x 10T,
La multiplication a donc bien un élément
neutre.

» Chaque élément deG a un inverse dans
G. Si 10 désigne un élément quelconque de
G, soit 9’ un entier naturel tel que gq+qg’
s’écrivea x T ou T désigne toujours un entier
tel que 10 = 1(modD) eta un entier stricte
ment positif quelconque. On a alors :

109 x 107 = 109%9" = 10¢T= (1002 = 12

= 1 (mod D) donc 109 est bien inversible
d’inverse 16.

Définissons tout d’abord un groupe. C’est udensembleG muni de la multiplication est
ensemble (icG) muni d’'une opération (ici ladonc un groupe. Ce groupe est dit commuta

multiplication), tel que :

 Le produit de deux éléments d& est un

élément deG : c’est vrai d’apres la définition

deG.

» La loi multiplication est associative, ce

tif (car la multiplication est commutative) et
cyclique (car il est formé des puissances suc
cessives d’'un méme nombre).

De plus, toute puissance de 10 est inversible
dans Z/DZ, donc G est inclus dans
'’ensemble des éléments inversibleszdb Z,

qui est le cas car il en est ainsi de la mukipknsemble notéZ(DZ)*. Cet ensemble forme

cation entre nombres réels.

¢ |l existe dans G un élément neutre pour
la multiplication : montrons que 1 est dans
G, C'est-a-dire qu’il existe un entier stricte-
ment positifT tel que 10=1(modD).

Utilisons la fonctiorf de N* dansZ/DZ défi-
nie parf(n) = 100 (mod D). CommeN* com-
porte une infinité d’éléments &/DZ seule
ment un nombre finil§ éléments), I'applica

un groupe multiplicatif.

L’ ensemble (Z/DZ)* est formé des classes
d’ équivalences correspondant aux entiers
compris entre 1 et D et premiers avec D
(d'aprés le théoreme 5). Le cardinal de cet
ensemble, noté ¢ (D) (¢ est I'indicatrice
d’Euler), représente donc le nombre d’entiers
naturels inférieurs a D et premiers avec D
(pour le calcul deé(D), voir le théoreme 2).

tion f ne peut étre injective : [NDLR : c’est |G est donc un sous-groupe cyclique du grou
principe des pigeongont il est question pagepe multiplicatif ((Z/DZ)*, x). Le théoréme

202.] il existe deux entiers naturgset T, T
non nul, tels que

f(q) =f(g+T) (modD),

c’est-a-dire 18= 109*T (modD).

de Lagrange permet alors d’énoncer que
I'ordre u de G [qui est a la fois son nombre
d’ ééments et e plus petit entier T tel que
10" =1 (modD)] est un diviseur de I'ordre de
((Z/DZ)*, x), qui vaut ¢(D). [NDLR : le
théoréme de Lagrange dit que le nombre
d’ é@éments (I’ordre) d un sous-groupe divise

Or, 10 étant inversible dard/DZ car 10 est forcément le nombre d’ ééments du groupe

premier avec D, 109 I’est aussi (d’inverse

tout entier

[inv(10)]%, oltiinv(10) est l'inverse de 10 danRemarque u s appelle indifféremment

Z/DZ).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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THEOREME 4 :
Posonsp = ” pis, la notation ” désignant

Soit D un entier non irréductible dans une = =

baseb donnée. Deux cas se présentent:  le produit degs, oui est un entier qui varie
entre 1 et. On supposs = 1 pour tout entier

e SiD = 2x A ou A est un entier irréduc- i compris entre 1 at

tible impair dont tous les chifres (en base

b) sont inférieurs ou égaux al§1)/2, alors PosonsA=w x A, ou A’ est premier avep

D est réfractaire si, et seulement sk I'est (on peut éventuellement avoir : A’ = 1).

dans la méme base. Ecrivons la décomposition de w en facteurs
premiers sous la forme

e Sinon, c'est-a-diresi D = 2 x A avec A i=r

irréductible mais pair, ou siD = p x A avec ” p;Y,

3 < p< (b-1)/(max g), alors D ne peut pas =

étre réfractaire. ou lesp, sont les mémes que dans la déeom
position dep ; t; est un entieréventuellement

Remarque nul, eti est toujours un entier compris entre 1

Dans cet énoncé, comme dans toute la etr. On a alors D = (p x w) x A, A’ étant
deuxiéme partienax aest le plus grand despremier avec p et avec w, il I'est avec leur
chiffres qui composent I'écriture dedans la produit d’ou :

base considérée. Le nombre b-1 remplace 9

guand la base n’est plus 10 miis d(D) =d(pxw)xd(A). (1)

Démonstration D’autre part, A =w x A’ ; commeA’ est pre
Posond = p x Aou A est irréductible et op mier aveow, on a :
est un entier compris au sengyaentre 2 et
(b-1)/(max g). D’apres le théoreme final de la d(A) =d(w) xd(A). (2)
deuxiéme partie, pour tout entigr
* soitD et A sont tous deug-permutables, Les égalités (1) et (2) permettent d'écrire que
esoitniDni Anelesont: AetD ontle ¢(D)=¢(A) équivaut a:
méme ensemble des occurrences.
o(pxw) = d(w).

Calculons ¢(D). S ¢(D) = ¢(A) aors D est
réfractaire si, et seulement 8il'est dans la En remplacant p et w par leurs décomposi-
méme base. tions en facteurs premiers respectives, on

obtient : i=r i=r
Si¢(D) > ¢(A), D seradp(A)-permutable cah d( ” pisi+t) = ¢( ” p)
I'est de toutes facons (cérest irréductible, = =
donc ¢(A) fait partie de I’ensemble des En appliquant la formule de cacul de ¢(n)
occurrences de A : cela peut étre démontré démontrée au théoreme 2, il vient :
grace au théoreme de Fermat-Euler gfif-af - i

me que, SA est premier avelo, on a : ( |:| p;sitti-1)x |j (pr1) = (LIpt-1x 1} (p-1)

b*(® =1 (modA)). ’

ou le symbole D renvoie au produit pour

D ne pourra donc pas étre réfractaire, gue

le soit ou non. tous les entiers compris entre 1 at, et |,
au produit pour tous les entiers i compris

Cherchons donc les conditions nécessairesestre 1 et r et tels que t; = 1 (si aucun i ne

suffisantes pour qu’on agi(D) = (A). vérifie t;> 1, ce produit vaut 1).
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En décomposant chaque facteur du type L’entier p est alorstel qu'il n’existe qu’un
pst+i-1 en produit :pstt x pti, puis en simpli nombre inférieur a p et premier avec p (il
fiant 'expression obtenue, il vient : s’agit alors de 1).

( ” p;si-1) x ( |_| p) X ( |‘(l(p,-1)) =1. Or les entierp et p-1 sont premiers entre eux
= 2 o= pourp = 2 (si un entier divise simultanément

p etp-1, il divise leur diférence qui vaut 1 :
Ces trois facteurs sont des entiers positifs (et entier vaut 1).
premier |’est parce qu'on suppose s; = 1) :
leur produit vaut 1 si, et seulement si, ils Parmi les entiers inférieurs a p et premiers
valent tous 1. avec p, il y a donc toujours 1 et p-1 ; pour
que ¢(p) vaille 1 (avec p = 2), il est donc
En particulier il est nécessaire (mais pas-suhécessaire que 1 ptl soient le méme entier

fisant) qu’on ait c’est-a-dire que vaille 2.
p = 1. Réciproquement, on a bien :
=
Ce produit est un produit d’entiers stricte- d(2) = 1.

ment supérieurs a 1 (le plus petit nombre pre

mier est 2), avec autant de facteurs qu'il yla seul cas od(D) = ¢(A), avecD = p x A,

d’ entiers i compris entre 1 et r tels que : est donc le cas guivaut 2 et otA est premier

t >1. avec 2, c’'est-a-dire impaiD est alors réfrac
taire si, et seulement €, I'est.

Ce produit ne peut valoir 1 que s’il n’est

formé d’aucun facteur, c’est-a-dire s’il Dans tous les autres cas (c’est-a-dire quand

n’existe aucun entigrcompris entre 1 attel est supérieur ou égal a 3 ou, si p vaut 2,

quet; = 1. guandA est pair),p(D) est strictement supé
rieur adp(A) etD ne peut pas étre réfractaire.

Donc pour tout entigrcompris entre 1 et

THEOREME 5:
ti= 0
i=r Dans tout anneau Z/DZ, la classe
etw, qui s’écrit ”nti, vaut 1. d’équivalence de représentant n est

= inversible si, et seulement sin est premier

avecD.
Ona:A=A, etpest premier aveA.

Démonstration

Nous avons donc démontré que pour avoir n est inversible dan&/DZ si, et seulement si,
d(D) =¢(A), avecD =p x A, il est nécessaireil existe un entief tel quej x n=1 (modD).
guep etA soient premiers entre eux. Cela équivaut a :

Il est alors facile de calculer il existe un entiemtel que 1 § xn+mxd,
soitn premier ave® (égalité de Bezout).

¢(D) =o(p x A),

qui vaut (d'apres le théoreme 2) :

¢ (p) * O(A).

L'égalité ¢(D) = ¢(A) s'écrit alors p(p) = 1.
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Sommaire des
notations et
définitions utilisées

Premiére partie : démonstration directe Troisieme partie : élargissement du sujet

A : diviseur de 181, qui s’écrit en base 10 Ensemble des occumnces
sous la formeya,...a,
Oaa,...84. nombre  rationnel D : un entier quelconque.
0,218;...842,8;...84818,...84... de période occurrence d’un entier D : un entier q tel
... 8. queD soit g-permutable.
F : une permutation circulaire de; ensemble des occuances deD : ensemble,
F=a...93...9;. noté E, des entiersg) tels queD estg-permu
table.
Deuxieme partie : réciproque PGCD de deux entiersaetb : le plus grand

des entiers qui sont diviseurs a la foisadet
D : un entier non nul g-permutable, qui de b. Si le PGCD (Plus Grand Commun

s'écrit en base 10 sous la forahe,...d,. Diviseur) dea et debvaut 1, on dit qua etb

X, : I'entier d,d,...d formé par les premiers sont premiers entre eux, ou qaest premier
chiffres deD. avec b. Cette définition du PGCD de deux

X : le nombre rationnel 0,d,d,...d, , dont la entiers s'étend au PGCD de plusieurs entiers.
période esbD. irréductible : nombre tel qu’il n’existe aucun
p/k : I'écriture deX comme fraction irréduc entierp supérieur ou égal a 2 qui soit diviseur
tible (p etk sont premiers entre eux). de chacun de ses dnés.

A : I'entier D/p, dont on démontre qu'il est Autres définitions équivalentes : entier dont
diviseur de 18-1. Son écriture en base 10 e$s chifres sont premiers dans leur ensemble,
Q... Q. ou entier dont le PGCD des dinéfs vaut 1.
Z/DZ : anneau présenté avant I'annexe.
ordr e: voir le théoréme 3.
¢ : indicatrice d’ Euler ; ¢(n) représente le
nombre d’éléments inversibles de Z/DZ,
c’est-a-dire le nombre d’entiers compris entre
1 etn et premiers aveg.
Pour le calcul deé(n), voir le théoréeme 2.

Entiers réfractair es

b : base considérée.

(ZIDZ)* : ensemble des éléments inversibles
de 'anneaw/DZ.

générateur d’'un groupe E : élémentg de E

tel que pour tout élémemtde E il existe un
entier ntel que a = gn. L'ordre de g est le
nombre d’éléments de.

G : ensemble des puissances successives de
dansz/DZ.
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