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A I Pourquoi avoir choisi ce theme Equation de
equatlon Pell-Fermat? En 93, I'actualisation du théo
de Pe”_Fermat reme de Fermat a suscité notre intérét, et

d’autre part, nous avions envie de travailler

: L . sur des nombres.
par Samira Amrane (TC), Cécile Deconnlnc?(

(29, Sandrine Lavieux (TC), Iréne
Mikolaczyk (TC), Karim Ouardini (TC),
Sylvain Packan (TC), Stéphanie Perez (2",
Morgan Queguiner (TC), Hu Liu (TC) du
lycée Geages Braque d’Agenteuil (95)

Quel est ici le probleme posé ?

Il s’agit de trouverX etY entiers solutions de
I'équation :

_ e NX2+1=Y2
enseignante : Joélle Richard

o ou N est un entier donne.
chercheur : Michele &fgne
Un document ancien rapporte une solution a
ce probleme, donnée par Brahmagupta en
628.Ce mathématicien indien s’ est attaqué
d’abord aux équations du type

Compte-rendu de I'exposé par les parrains du groupe : 5 2
lycée J.Jaurés NXx2+k=y

Les éleves ont trouvé beaucoup de choses (qui Mgty donné une maniére d’ obtenir des solu-
dépasséBien exposé.

tions a partir d’'un couple de solutions connu.

Fermat s'intéresse lui-méme a la résolution
d’équations de ce type ; en particuligpro-
pose a ses contemporains la résolution de :

61x2+ 1 =y2
Le probléme sera repris en 1767 par
Lagrange, qui utilisera pour résoudre cette

équation, la théorie des fractions continues.

Plus modestement — et pour cause ! — quel
le a été notre attitude devant ce probléme ?

Prenons I'équatiomN x2 + 1 =y2. N peut-il
étre un carré parfait ?

Si N est un carré parfait, on peut poser
N = m2 (mentier > 0)
L’équation devient
m2x2+ 1 =y2

pour laquelle
on cherche bien s{r des solutions axed).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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On adonc: X412 peut étre représenté par un carré constitué
de points :
(MX)2+ 1 =y2,

m, X, y entiers A. e ©¢ @ o o Soitun carré de
> > > Oté
m>0,x>0,y>0 e © o © o o COEX.

D'ou : x ® ® ® ® ® ® onveut augmen-
e @ ©¢ © o o ferlechté ducarré
1=(-mx)(y+mx) © o o o o o intidde maniere
a obtenir un nou-
P . P ® ¢ ©¢ ¢ o o 2 Az
Or m, x, y étant des entiers > 0, ceci n’est - p Veau carré de coté
possible que si X1 E
y-mx =1 Xy + m le nouveau cété du carré (m entier
y+mx =1 naturel) ; le nombre de points ajouté au carré
initial sera :
soit :x = 0 ety = 1 : doncN ne peut étre un
carré parfait si on veutz 0. (X, +m)2-x;2 soit: 2mx; + e
expériences sur ordinateur X12 + X2 + 1 sera un carré parfait si
Nous avons ensuite eu recours a l'ordinateur 2mxy +me=x.2+1

On se donne& compris entre 0 et 3000 &t

compris entre 0 et 20@@ir encadré pour le ce qui équivaut a :

programmé On obtient des valeurs deety

entiers telles que le couplbe ) soit solution. X12-2mx;+1-m=0 (1)
L'examen de cette liste a permis de cherchirterprétation géométrique :

des relations entre les ffifentes solutions.

X1

Brahmagupta, le retour -

® 06 0 06 0 0 ° ° o
Nous présentons ici une étude qui permet ® © ®© 6 @ 0 ° o o
montrey un peu comme I’avalt_ fait © 0606 6 6 6 © o o
Brahmagupta, comment on peut obtenir des X1 . .
solutions & partir d’un couple de solutions ¢ 0000 0~
connu. ® ©6 © 06 © 0 © o o

® & ®©¢ ¢ ®¢ ® ° o o

Tentative de résolution pourN = 2.

L’équation s’écrit alors

2x2+ 1 =y2

[Notez qu’il y a la solutiox =2,y = 3.] m est le nombre de tours fait autour du carré
initial. Au premier tour, on goute 2 x;+1,

Si (X4, ) est un couple solution : puis au deuxiéme tourx@+1 + 2x 1, puis au
troisieme tour 2¢+1 + 2x 2, etc ... Donc le

2x2+1=y,2, nombre de points ajoutés peut s’écrire :
soit :
X2+ (%2 + 1) =y42. (2¢+1) + (2% +1+2%x1) + ((2x +1) + 2%x2) + ...

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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soit : soit :
(2+1)m+2 (1 +2+ ... im1) n?-1=(2m+1)a+a(a-1),adN
(2x;+1)m+m(m- 1) soit :
On retrouve bien Bhx; + n?. me-2am-(1+a?=0

Résolvons I'équation (1) : m=a+i2a2+1loum =a- 222+ 1

ormOz,adz 12a2+1 0Oz
Si les racines existent

x1=m+12m2-1oux;=m-V2m2-1

Onnote 12a2+1 =A.
Donc:

orx,0z,m0z (2m2-1 0z 2m2-1=M2
Onnote 12m2-1 =M. -

Donc :

rm =a+l2a?+1loum =a-12a%+1

2x2+ 1 =y? 5,2a2+1=A2

Si on remplace parxg, A paryg, Xg ety sont
solutions d’'une équation du type

rx1=m+V2m2-1oux1=m-V2m2-1

2 =
On a alors :
Orm=y,; -x; etM = x; - m, soit : 2m2-1=M2
m=y; -X; etM =2X; - y; ; -
avec 2m¢ - 1 =M2: rm =Xo+V2x3+1oum =xg-V2x5+1

2,1 =2
2 (y1-xq)?- 1= (2%, - yp)? xZXO *1Yo

Etudions maintenant I'équation :

"m =Xo *Yooum =Xp-VYo
2m2-1=M? \2x5 + 1=y
2mM2-1=M2 = mR+me-1=M2,
Oronadéja:
En utilisant I'interprétation géométrique pré

, . . . . = + = -
cédente, ceci est possible si et seulement si2x,2+ 1 =y;2  [X1=M Mouxg =m-M

2m2-1=M?
nP-1=[2m+ 1 (2n D 2x 0] +[ (2m+- D 2¢ 2)+. .

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Donc :

292+ 1=y,2

X1=m+Moux;=m-M
M =Xp +YoOum =Xo -Yo

et
2x2+1=y?
Si on connait un couple solutiory(y), on

en déduit donc un autrg,(y,) ; on peut éc¥i
re les formules correspondantes en fonction

de &y Vo), carm=xy +YypetM = 2x;+ Yy

"Xl =3Xo+ 2Yo
‘W1 =3Yo +4Xp

Tentative de résolution pourN = 3.
L’équation a résoudre est maintenant :
3x2+1=y2

[Notez qu'il y a la solutiorx = 1,y = 2.] Soit
(x4, Y1) solution de cette équation :

32+ 1=y?2 = (2% -%2+1=y?
= (2% - (x2-1)=y?

Pour une raison analogue a [celle évoquée
dans] I'étude du cal¥ = 2 :

X2-1

:1(4x1-1) + [(4x-1)-2x1] + [(4x4-1)-2%x2] +...

= (4% -1)xm-2[1+2+ 3+ ... 4m1]
mUN

= (4x;-1)xm-m(m- 1)

=4 le - mz

[NDLR : on peut vérifier algébriquement ceBonc :
relations, mais c’est tres joli de I'avoir trouvé

par les racines de I’ équation du second
degré.]

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

3X12+1:y12 < X12-4mX1+m2-1=0
= X1 = 2n +13m2+1 oux; = 2mn-/3m2-1

Orx, 0Z,mON, donc’3m2+1 ON. Si
on remplace, comme dans le ¢&&s 2, m par
Xo, €t si on note :

13m2+1 =y,
alors :

3X12+ 1:y12 - rX]_ =2X0+y0
3x3+1=y?

(X0 Yo)» (X4, yq) sont deux couples de solu-
tions successifs de I'équation3+ 1 =y2,

La encore, si I'on connait un couple solution

(X0 Yo), On peut en déduire un autsg, () :

rxl =2xp tYo
~qY1 =2Yo*3Xg
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SIN=K2+ 1, Donc, s (X, Y,) est solution de I’ équation,
alors 4, y;) est aussi solution de cette équa
[Une solution x=2K ety =2K2+ 1] tion, avec Xy, y;) tel que :

AlorsNx2+1=y?2 = (K2+ 12+ 1 =y2,

i‘x1=Km¢VNm2-1

tSigri]t .Q<1, y;) un couple solution de cette équa ﬁ‘yl =+/N xf +1,00m=K Xy + Y

(K2+1)X2+ 1 =y;2 = (KX)2+x%x2+1=y,2 Parexemple, =2=2+1,
Dans ce caK = 1.
= X2+ 1=y,2- (KXp)?
On sait que (2, 3) est solution de cette équa
Or x42 + 1 > 0 doncy; est strictement supé tion. Alors :
rieur aK x;. Posong; = K x; + m.
M=Kx2+3=5Nm?-1=2x25-1=49
NX12+1 :y12 - X12+1 = (K X1 + m)2_ (K X1)2 Xq = 5+7=12 y12= 2x122+1 Y= 17

= X2+ 1=2mKx +n? (12, 17) est aussi solution.
o X2-2mKx +1-m=0 SIN=K2-1,
@xlmei\/m2K2+m2-1 [Une solution x=1 ety =K]

e xp=mKtINm2-1 AlorsNx2+1=y2 o (K2- 12+ 1 =y2
Orx; 0Z, m KON, donc/Nm2-1 0z Soit (X1, Y1) un couple solution de cette équa
Posons {Nm2-1 =M, soitN m?- 1 =M2, en:
m2-1=M2- (Km)2 (KZ1)x2+ 1 =y,2 & (KXx)2-x2+ 1 =y,2
Posondvl = K m+ x, ol x, O N. Alors : = X2 - 1= [Kx)?-y;?

NM2-1=M2 = m2-1=@Km+Xxy)2-(Km)2 Orx2-1>0 donK x, est strictement supé
rieur ay;.
e m2-1=2X, Km+ x,?2
Posonsgy/; = K X; - X, , ouX, O N. Alors :
= m2-2X2Km- 1'X22=0
NX2+1 =y;12 = X121 = (K %1)2 - (K Xq - X5)?2

- m:szi\/xzzK2+x22+1
o m=x; K+ VNx35+1

OrmO N, x KON, doncVN xZ+1 0N,

-1= - x.2

= X12'2KX1X2+X22'1=0

- x1:szi\/K2x22-x22+1
Posons VN x3 +1 =y, , soit Nx2+1 = y,2,
= X1 =KX £ Nx22+1
c’est-a-dire :
Orx; 0Z,Kx, 02, doncVN x3 +10Z.
(X5, ¥o) est un couple solution de I'équation.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Posons VN x3 + 1 = Yy, SOitN X2 + 1 =y,2. Donc :

2 = + 2
c’est-a-dire : N (x1y2 +¥1%9)* + 1 = N XX + 1Y)
Donc le couple (XY, + Y1Xp, N X1X5 + Y1Y5)

n I lution de I'é ion. : . 4
(X2, y2) est un couple solution de Féquation. . '\ " o) tion de léquatidhx2 + 1 =y2,

Donc, si (X, Yo) est solution de I’ équation,
alors §,, y;) est aussi solution de cette équ
tion, avecXy, y;) tel que :

Nous n'avons donc pas aingisoluune équa
tion de Pell-Fermat, mais seulement déduit
un couple solution de la connaissance d’ un
[NDLR : pas un, deux.] précédent couple

rxl “K X +Vs solution.
y1i =VNxZ+1 Mais nous savons qu’un procédé de construc

tion des solutions (étudié en particulier par
Euler et Lagrange au XVII1° s)) utilise le

Par exemple, SN =3 =4 - 1Alors K = 2. éveloppement en fraction continuevié
On constate que (1, 2) est solution de I’équ% PP

tion 3x2+ 1 =y2; alorsx; =K x 1 + 2 = 4,

y2=3x16 + 1 =49y, = 7 Pour la définition du développement en frac

tion continue de/N, on pourra se reporter a

(4, 7) est aussi solution de 'équation aux articles sur les fractions continues, pages

145 et 149.
Pour N quelconque. VN s'écrit : VN =gy + 1
. . ap + 1
On peut faire la remarque suivante. Soient p+ 1
(X1, Y1) €t (X5, y,) deux couples solutions de at...
I'équation :
On pose : Po %
rO - =
Nx2+1=y2 Jo
_P1_ 1
CalculonsN (XqY, + Y1%9)2 r= a i a
N (XY, + Y1%)2 + 1 f2:&=30+ 1
4z a + 1
=N (X122 + Y122 + 2 XXy 1Y) + 1 &
Donnons un exemple.
= Ny;2%2 + 2N + N X2y,2 + 1 o .
Yie (aXy1y2) 12 Soit I'équation 132 + 1 =y2.
= N (NXZH1)X2 + 2N X1Xoy1 Y, + N xy2y,2 + 1
V13=3+ 1
= N2X12X22 + 2NX1X2y1y2 + NX12y22 +1+ NX22 1+ 1 1
1+
1+ 1
= N2x)2Xp2 + 2NXqY1XoYp + NXq 22 +Y)? 1+ 1
6+ 1
= N2x32%2 + 2NXqY1%0Y, + (NXg2 + 1)y,2 1+ 1
1+ 1
= N2x;2%2 + 2NXqY1XoY5 + Y12Y5? 1+t 1
1+
6+

= (N XgXo + Y1Y5)?

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Pour la racine carrée d’'un naturel, on obtieAnhnexes

une suite périodique de nombres ag, a;, a,,
ag, ... .

Ici, on a par exemple, la suite périodique :
31111611116....

Un théoreme précise que la plus petite des
solutions deN X2 - 1 =y2 est la réduite; telle
que la réduite r;,, corresponde a une valeur

8,1=28ay Iciag=6=2x3 =2xa,.

©

rg,=3+ 4

1+-1
1+1
1

2|

y=ps=18 ;Xx=0,=5.
On a bien, en &t, 13x52-1=18.

Cette méthode permet d’obtenir un couple
solution de I’ équation. D’ apres I étude qui a

été faite plus haut on sait en déduire d’autr

— et sans doute une infinité de solutions.
Reste a savoir si on a bien ainsi toutes les

solutions ...

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

expériences sur ordinateur
D M n% x% y#
7

CPEN "résul t at s" FOR QUTPUT AS #1
&
%3]

@

VW LE x%:( 3000)
Ve

(£i7 318

YR
| F FI X(y#) =y#THEN GOTO Sorti e

D

Aga

7%k

I F n%100 THEN END

PRINT "eeee Pour N= "+STR5(N%
53]

QOTO Zero

®

PRINT "¢ X= "+STR$( X%

PRI NT " Y= " +STRS( y#)

PRINT #1, STR$(n% CHR$(44) STRH(x¥% CHRS(4
4) STRS(y#)

QGOTO Cal cul

page suivante, les listes obtenues ...

[NDLC : pour ces listes, j’avais le choix,
mais le plus simple était tout de méme de les
retaper ce que je fisll y a des séquences qui
sautent aux yeux, commengant par 1 pour les
valeurs de X, par exemple : 1,4,15 pdi#3,

et 1,6,35 pouN=8, et 1,8,63 pouN=15, etc,

et il n’est pas sorcier de conjecturer que le tri
plet (N, X, Y) peut étre de l'une des formes :
(k(k+2), 1,k+1), K(k+2), k+(k+2), k(k+2)+(k(k+2)+1))
(k(k+2), (k+(k+2)-1) (k+(k+2)+1), 7). A vous de
contrbler que ces triplets sont bien solutions,
et d’en trouver d’autres.

En fait, ces solutions ont été obtenues par les
éléeves (ah ? ou ?), mais sans doute y a-t-il
d’autres séquences, commengant par 2, ou ...
qui pourraient bien mener a des solutions qui
n’ont pas été obtenues jusqu’ici. J aurais
I’impression de n'avoir pas saisi ces listes
pour rien si vous les regardez de pres, un
crayon a la main ...]



Valeur deN Valeur deX

2 2
2 12
2 70
2 408
2 2378
3 1
3 4
3 15
3 56
3 209
3 780
3 2911
5 4
5 72
5 1292
6 2
6 20
6 198
6 1960
7 3
7 48
7 765
8 1
8 6
8 35
8 204
8 1189
10 6
10 228
11 3
11 60
11 1197
12 2
12 28
12 390
13 180
14 4
14 120
15 1
15 8
15 63
15 496
17 8
17 528
18 4
18 136
19 39
20 2
20 36
20 646
21 12
21 1320
22 42
23 5
23 240
24 1
24 10
24 99
24 980
26 10
26 1020
27 5
27 260
28 24
29 1820
30 2
30 44
30 966
31 273
32 3
32 102
33 4
33 184
34 6
34 420
35 1
35 12
35 143
35 1704
37 12
37 1752
38 6
38 444
39 4
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Valeur deY Valeur deN

3 39
17 40
99 40
577 41
3363 42
2 42
7 42
26 43
97 44
362 45
1351 47
5042 47
9 48
161 48
2889 48
5 48
49 50
485 50
4801 51
8 51
127 52
2024 54
3 55
17 55
99 56
577 56
3363 56
19 57
721 58
10 59
199 60
3970 60
7 62
97 62
1351 63
649 63
15 63
449 65
4 66
31 66
244 68
1921 68
33 69
2177 70
17 71
577 72
170 72
9 72
161 74
2889 75
55 75
6049 77
197 78
24 78
1151 79
5 79
49 80
485 80
4801 80
51 82
5201 83
26 83
1351 84
127 84
9801 86
11 87
241 87
5291 88
1520 90
17 90
577 90
23 91
1057 92
35 93
2449 95
6 95
71 96
846 96
10081 98
73 98
10657 99
37 99
2737 99
25
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Valeur dexX

200
3
114
320
2
52
1350
531
30
24

413
2310
430

156
40

636
9
1440
323
18
1476

660
1122

168
21

76
2886
165
120
1260
312
490
1980

20
399

Valeur deY

1249
19
721
2049
13
337
8749
3482
199
161
48
4607
7

97
1351
18817
99
19601
50
4999



