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du pli aux fractales

par Olivier Ruis et Damien Schneid®EUG
Al, Université d’Aix-Marseille 11

chercheur : Christian Mauduit

Nous remecions notre tuteur L. Beddou
(D.E.A. d'informatique) et |. Perez (DEUG

MASSL), qui travaillent sur le méme @et,

pour leur collaboration.

[NDLR : ce sujet ressemble au précédent
(page 105), mais la fagon de le traiter est
assez différente et les mathématiques y res-
tent bien cachées ; au fait, quels étaient les
sujets proposés aux éléves, dans un cas
comme dans l'autre ?]
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Prenez une feuille de papier et pliez-la en

deux (Zeitération) :

Il s’agit ici de ce qu’on appellera un « pli a
gauche ».

Repliez-la une seconde fois, sans déplier le
premier pli, et dans le méme seng'{Réra
tion) :

Ensuite, dépliez la feuille en laissant un angle
de 90° entre les “faces’ ainsi obtenues ; en
regardant la feuille de profil, vous obtenez ce
motif :

Le premier pli, en bas a droite, est un pli a
gauche ainsi que le suivant immédiatement
au dessus. Le troisieme pli @stroite

Il existe une infinité de possibilités dans le
cadre de ce genre d’ étude : changement du
nombre et de I’ orientation des plis a chaque
itération, puis des angles lors du dépli.

Notre étude s arrétera a ce cas du pli systé
matique en deux a gauche et a droite, et du
dépli avec un angle de 90° entre les faces.
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étude préliminaire

Nous alons étudier les premiéres itérations
du raisonnement.

— pli systématique a gauche a chaque
itération :

o 1¢jtération : 1 seul pli. Nous écrirons la < 4*™ijtération : 15 plis.
succession des plis par une sérieGépli a
gauche) et dB (pli a droite). GGDGGDDGGGDDGDD

Motif : La série en italique est I"antisymétrique” par
rapport au pli de I’itération, de la série en

gras.
I C’est-a-dire : chaque pli de de la premiére

G série a son correspondant dans la seconde,
mais avec un changement d’ orientation.

o 2™jtération : 3 plis. [NDLR : ceci quand on regarde deux lettres
situées a des emplacements symétriques par
GGD rapport au G central, dit “pli de I'itération”.]

Le pli de l'itération est celui qui est situé atiotif :
milieu de la totalité de la série.

Motif :

 5™jtération : 31 plis.

G GGDGGDDGGGDDGDBEGGDGGDDD
GGDDGDD
 3mejtération : 7 plis.
Motif :
GGDGGDD

La série en gras est la méme que la totalité
la série a I'itération précédentelle est située
a gauche du pli de I'itération.

Motif :
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— pli systématique a droite a chaque
itération :

* 1*<jtération : 1 seul pli.

|

o 2Z™jtération : 3 plis.

Motif :

DDG

Motif :

o 3™ ijtération : 7 plis.
DDGDDGG

Motif :

o 4™jtération : 15 plis.
DDGDDGGDDDGGDGG

Motif :
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o 5emejtération : 31 plis.

DDGDDGGDDDGGDG@DDGDDGGG
DDGGDGG

Motif :

a

Par rapport aux séries, on peut faire les
mémes remarques que pour le pli systéma-
tique a gauche.

— comparaison & similitudes :

En passant d'un cas a I’autre, on remarque
gue I'on obtient exactement la méme sueces
sion de plis, & part I'orientation qui est exac
tement opposée. Sur le motif, cela se traduit
par une symétrie d’axe vertical.

Le nombre de plis a la™itération est 2 - 1.
Ou encore :

2x(nombre de plis a l'itération précédente)+1



étude R R o par exemple, pour 16
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On ne peut pas continuer trés loin cette o L O
étude “a la main” : a la t0itération, il _ . sinREn
y adéja 1023 plis ... Les risques - H H -
d erreurs sont importants, surtout au = p Pe D e
moment du tracé. C’est pour cela o R i
qu’ une méthode informatique, rapide - L, B T AP
et sire, sest imposée. [NDLC : que ~ o 7« EEee=s
celui qui na jamais plié une feuilew &= & . . P
. . . [
papier 10 fois de suite ... le fasse !] 5 Sannals O s O mal
. . . E:, E:, Ef% |
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Le premiér programme que nous qrih] aala
avons écrit (listing en Turbo-Pasce o g
plus loin) calculait I'orientation du . _ | tH - -
Y O O 1 1 ]
au fur et a mesure. O : ) - =
=i + g DDET F migEs
Par exemple pour quatre itérations : 5~ O g o P
TJ‘ } ! M- T\‘ 1 o
S, . ]::l [ \r‘ == B - [ fj
D D G 2emeijtération - EEEpe EEpEERpuEEpE
o 0O DO ‘ I N
[ ] [ ] ]
[l O [l
,/]L /]L y/][ R e St e
3eme O O Ei 7:3

D D G D D G G =
/l /l /l /l /l /l /l Nous avons alors eu |'idée d'un autre algo-

PDGDDGGDDDGGDGG geme r|th_me qui calculg ur_le_f0|s pour toutes
I’ orientation des plis (listing en langage C,
plus loin aussi). Le principe est trés simple et
Sans entrer dans les détails, il faut savoir quiilise les propriétés des séries énoncées dans
ce genre d’'algorithme doit recalculer, pour ['étude préliminaire [NDLR : ce sont des pro
chaque pli, toutes les itérations précédentes, priétés établies, ou seulement des observa-
d’ ou une perte de temps considérable : tions ?] ; il sufit alors de remplir un tableau
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en hinaire. Nous avons choisi arbitrairement [NDLR : les dessins, en couleurs, ne passant pas dans
0 pour un pli & Gauche, et 1 pour un pli & cette publication en noir et blanc, (voir dessin de la
Droi L in d ' al . page précédente) nous n'avons gardé que les commen
_r0| te. Le ganae _te,mp_s est OrS_ IMPreS-  tajres des auteurs ; libre au lecteur d utiliser les pro-
sionnant : pour 21 itérations, |’ ordinateur a grammes pour contréler par lui-méme.]

travaillé 10 minutes. Le probléme n’était

aors plus le temps mais la mémoire dispo- Le rapport s’arréte iciNos recherches conti
nible : a chaque itération supplémentaire, la nuent, mais nous n’ avons pas encore pu
taille du tableau doublait, nous limitant a uneonfirmer les nouvelles données que nous
quarantaine d itérations. Nous travaillons en avons.

ce moment & une alternative entre les deux

algorithmes et a une généralisation a annexes : les programmes

n’importe quel angle (non plus seulement

90°). listing en Turbo-Pascal
program fract;
uses crt,gr aph3

du pli aux fractales

Graphi lot : | NTECER
\oir page précédente le motif obtenu pour 135,30abde + I NIEER,
itérations, avec un pli systématique a drone%
il y a 8191 plis (les couleurs de chaque-se P ocedure t(ch2: char);
ment ont été choisies aléatoirement par var tx, ty:integer;

I'ordinateur). C’est une fractale, un objet tre

irrégulier et complexe, obtenu la plupart du ', ?h)z,f;'jz then begin_ g
temps a partir d'agorithmes mathématiques e: se it y%:yg %Hen xg —xg g
trés simples (comme c'est le cas ici), et qui _§| s :f X1ex2 then §2 :yy2+d
possede certaines propriétés : par exemple,

quelle que soit I’échelle d’observation, on 1T, ?hfu LG, then bedin_ 4
retrouve toujours le méme motif de base. else if yl<y2 then x2:=x2+d

else if x1>x2 then y2:=y2+d
else if x1<x2 then y2:=y2-d

En agrandissant une partie du motif ci-des-
sus, nous retrouvons celui de fac&ération. ;g
Nous avons comparé les deux motifsen les  a
superposant : le motif de la 5:™ itération arCy o7 oot ot eger);fongint;
(agrandi) est a l'intérieur des limites de celui ®
de la 13™: ils se superposent exactement, ils for w.=0 to mdo
ont la méme “forme”.

ol
Nous avons voulu savoir ensuite la fagon Fﬂctlon impaire (i,r:longint): char:
dont se remplissait le motif au fur et a mesurevar a,j:longint;
gu’il se dessinaitNous avons pour cela pro
grammé |’ ordinateur pour qu’il change de o=
couleur a partir d’un certain moment. Par f% ji=1to (n(r)) do
exemple sur le motif obtenu pour 21 itéra if i
tions, avec un pli systématique a droite (& ce qj
stade, le motif posséde plus de 2 millions de ' ch<>'D then ch:='G;
segr_nents et Ie. dess!n SOI"E de I’ecran)A le %nctl on aire (k:longint):char;
motif se remplit toujours a partir du méme  var g, b: [ongi nt;
motif spiralé, que I'on observe déja a lam3 l% —e: b =2:
itération. Nous avons pris une partie du motif*hi I'e (round(i/b) med 2)=0 do
en double, et nous avons placé les morceaux b: =b*2;
de maniere a bien voir la superposition. @@

N

=a then ch:='D

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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if (round(i/b)nod 2)<>0 then dec(g);

- sga

witeln(’Entrez le nonbre d 'itérations’);

8

witeln(’ D stance él énentaire’);
= Detect;

%a hPi | ot e :
gdeErreur ;= GraphResul t;

f i:=1to n(e) do

if c=17 then c: =0
se inc(c);

if (i mod 2) <>0 then t(inpaire(i,e))
else t(paire(i));

82 &9 Eﬁ%&

L1

end.

listing en langage C
/* Zorglub */
itk
Aok
L
Aot
Aokt
#define Nobits 16
typedef unsigned short not;
typedef unsigned | ong entier;
#define G n) (n/Nbbits)
#define GB(n) (n%bbits)
not *table;

not bit[ Nobits];

entier d;

int x1,y1,x2,y2,d1;
rm—f

/* Creation de la table et
—

void initialisation(entier t)

{. .

int i;

for(i=0;i<Nbbits;i++) bit[i]=1<<i;
if((table=(nmot *)mall oc(sizeof (not)*t/ Nbbits)FNIL

renpl i ssage des bits */

fprintf(stderr,"Pas assez de nenoire...\n");

}
for(i=0;i<sizeof(not)*t/Nbbits;i++) table[i]=0;

}

m—

/* Teste la valeur d un bit */
m—

int test(entier num

{

return (table[CMnun] & bit[CB(num1]);
}

-

/* Allume un bit */

-

voi d al l ume(entier num

{

MM nfERn)

}

-

/* Eteint un bit */

-

voi d eteint(entier num

{

table[CMnun)]& “bit[CB(num];
}

i

/* ((a+1)"b)-1 */

i

/* paranetres b:nonbre diterations 1-->00 a:nb de
virages de la ler iteration */

/* retourne nb virage */
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(fin du listing en Tirbo-Pascal)

entier nbv(int a,int b)

return (entier) (pow(a+l),b)-1);

}
i
/* paranetres n:iteration p:nb iteration de la 1ler
ligne, g:nb virages initial */
/* retourne |'espace que |'on doit sauter dans le
tableau final */
e
entier esp(int n,int p,int q)
{
return (entief()  ¢q h e
}
r—
/* trace d une ligne dans une direction ch2 */
r—
void tt(int chl)
{int tx,ty;
224
if (ch==1)

{if (yl>y2) x2=x2+d1;
else if (yl<y2) x2=x2-d1;
else if (x1>x2) y2=y2-di;
else if (x1<x2) y2=y2+d1l;
)

}
e
=4
int main()

nt GraphDri ver;
nt GraphMde;
nt Error Code;
nt b, t;

nt i,j,bool=1;
nt nit;

char car[255];

/* The Graphics device driver */
/* The Graphics node val ue */

i
i
i /* Reports any graphics errors*/
i
i
i

&
printf("Nonbre d iterations :");
b
B
ol
bex®)
trm
?ﬁi)
o)
{gotoxy(2,2); printf(test(t)?"* ":"0 ");}
deh

ey

o)

o 2]

ey

)
/* al lume(j *2*d+d-1);
if((nit-i)wR) */

{if(bool) allume(j*2*d+d-1);}
/* el se
{if(!bool) allune(j*2*d+d-1);}*/

}

/* for(i=0;i<nb¢l,nit);i++) printf(test(i)?"1":"0");
printf(" %\n",nbv(1, nit));*/

og

og
GraphDriver = DETECT;
initgraph( &G aphbDriver,
Error Code = graphresult(); /*

/* Request auto-detection */
&3 aphMbde, "" );
Read result of
initialisation */
/* Error occured during
init */

if( ErrorCode != grck ){

printf(" Graphics SystemError: 9%\n",
grapherrormsg( ErrorCode ) );
exit( 1);}

L]

o)

a2
)

{airb @)
if (test(i)) {tt(1);}
el se {tt(0);}}

(fin du listing en langage C)



