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IeS arbres Etes-vous s(r de bien connaitre les arbres ?

. . . En voici un!
par Uta Ta, Elinne Lin, Raphaél Nicolle,
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ge Mctor Hugo de Noisy le Grand (93) et dt
collége André Doucet de Nanterre (92)

enseignants : Martine Brunstein, Danielle
Buteau, Marie-Christine Chanudeaud, Pierre
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chercheur : Jacqueline Zizi

Compte-rendu de I'exposé par les parrains du group ©
CLG L. Bouland

Comment constituer un arbre ? [NDL@aur faire un
arbre, mon Dieu que c’est lon@ C’est un objet que o o

les informaticiens utilisent beaucoup pardit-il. Nous

pouvons définir deux opérations sur les arbres : en par

ticulier nous les avons utilisés pour parcourir un {abEtonnant, non ? En fait, c’est un objet que les

rinthe. Simplification d'un arbre (sous forme de cal-  jnfqrmaticiens utilisent beaucoup parait-il.
cul), plus facile & comprendre, a calculer sa hautedur,

son nombre de branches, son nombre de feuilles. o o
[NDLR : voir I'article sur les labyrinthes, page 103.] Nous pouvons définir deux opérations sur les

INDLR : voici le texte donné g6 début arbres : “somme’ et “successeur”. Gréce a

. VOICI |e texte aonne aux eleves en debu Z H

d’année (des dessins étaient annexés ; la place ma deux ope\ratlonS fondan]e_ntal €s, nous

ici.) ;] Ce sujet est une vulgarisation des travaux de  allons complétement caractériser les arbres.

J. Bénabou exposés au séminaire de recherche sur la

théorie mathématique des categories. En suivant les  De plys, ces deux opérations existent dans le

deux opérations fondamentales sur les entiers, somm . . L
et successeur, considérer sur les arbres tels que—lesrnﬁ)nde des entiers ; il donc interessant de

lisent les informaticiens, les deux opérations suivant&@mparer leurs propriétés respectives dans
+ qui consiste a faire un arbre a partir de deux autggss deux domaines.
en joignant les sommets ; la fonctismivantqui a un
arbre fait correspondre le suivant. En comparant a\@c. . .. L )
les entiers naturels, la somme et 1a fonction suivant, VOICI la description de ces deux opérations :
déterminer les propriétés des opérations sur ces arbres.
Quelles sont les propriétés des entiers qui sont consepddition de deux arbres :
vées Quelles sont celles qui ne le sont pas ?
Définir la hauteur d’'un arbre, le nombre de nceuds

et le nombre de feuilles a I'aide des opérations préc
dentes.
On peut coder un arbre donné a l'aide de ces de
opérationg-ai fe remarquer que, pour les arbres, le o .
suivant de 1 n’est pas Ressiner un arbre quelconque

et trouver son codage. Donner un codage quel conque

et trouver |’arbre correspondant. Trouver un codage

plus simple sous la forme d'une suite de 0 et de 1 quisuivant d’'un arbre :
permette de définir un arbre. Réciproquement, une '
suite de O et de 1 étant donnée, quel est I'arbre qui y

correspond ? Existe-t-il des cas ou la suite ne peut |

représenter un arbre ? Comment peut-on caractériser

les suites qui représentent des arbres ? Ecrire un p

programme dans un langage de programmation quel-

conque qui permette de dire si une suite donnée de ( Suvani

de 1 est un arbre et qui permette de construire grap
guement I'arbre a partir de la suite de 0 et de 1.
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Au début nous ne savions pas par ou com- Mais cela n’a pas suffi : il fallait encore
mencerAlors, nous avons décidé d étudier manier des représentations parfois énormes et
I"arbre par sa représentation. Mais cela ne souvent illisibles.

nous avait menés arien. Car nous nous

sommes vite (cela a pris 3 mois!) rendu Nous avons alors imaginé un autre moyen de
compte qu’aucune de nos questions n'avaitcaractériser les arbres. Cet outil, c’est le

été résolue : codagell lui est unique : c’est ce qu'on va

— Des dessins dérents représentent-ils touessayer de démontrer plus loin. Mais d’abord,
jours des arbres dérents ? nous allons le décrire.

— Un arbre est-il identique a son “symé-

trique” ? Voici lesrégles de codage

— L'addition des arbres, est-elle commutati

ve ? associative ? Les arbres ainsi obtenus, . Chaque feuille sera codée 1.
sont-ils semblables ?
Ces questions susciterent, pendant longteml. | e suivant de 1 sera noté S(1).
de longues discussions entre nous.

» On utilise le signe + (comme pour les

[NDLR : comme les éleves I'ont tres bien  |nombres) pour désigner la somme de {leux
compris, leur premier travail était de définir |arpres.

les objets avec lesguels ils travaillaient. Un

de cesobjetsest I'égalité: quand dit-on que

deux arbres sont égaux ? (Ce qui rgjoint la Voici comment on code un arbre a l'aide de

premiére question : des dessins différents ces régles de base. On parcourt |’arbre des

représentent-ils des arbresféliénts ?)] feuilles vers la racine en codant chaque
noeud.

C’est seulemendiprés le pemier séminaie
gue nous nous sommes décidés a établir un  Voici comment on obtient la formule codant
vocabulaire précis pour décrire des arbres ; notre premier exemple d’arbre. La formule
nous mettions, alors, fin a une période de finale est obtenue a la racine.
doutes (enfin ... presque !).

{(S(1+1+1)+S(S(1)))+1+((S(1)+1+(1+1))+1
Les points se trouvant au niveau inférieur
s appellent les feuilles Ces feuilles sont
reliées a des noeuds par des segments que (SA+1+1)+S(S(L
nous appelleronbranches Le dernier noeud
obtenu s’appelle leacinede l'arbre.

@ racine

@ nceu (1+1+1)

O feuille

— branche 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Il est bien entendu possible de reconstruire un
arbre a partir de son codage. Il faut respecter

0 le sens de lectural¢ gauche a dite et des
feuilles vers la racing
o o
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Exemple : De méme, on peut connaitre la hauteur de
{S(S(1+1)+S(1+1+1)+1)+((1+arbr e(lahauteurd’un arbre est le nombre
1)+1)+S(1+ 1)} correspond a l'arbrenaximum de branches consécutives) :
suivant :

On compte le nombre de “niveau de paren-

théses’. Chague “niveau correspondra a un
(DS “étage” de I'arbre. Les parenthéses les plus a
l'intérieur correspondent au premier niveau et
ainsi de suite.

{S((S(1+1)+S(1+)£1)

s((s(a+1)+pa+1+1)+1

(S R+ Dans ce codage, il y a4 niveaux de paren-

theses ; la hauteur de |’arbre correspondant
est 4.

Pour connaitrée nombre de feuilles il suffit
de compter le nombre de 1 dans I'expression.

Dans I'exemple, I'arbre posséde 6 feuilles.

Pour connaitrée nombre de noeudgy com
pris la racine), on a remarqué qu’'un « S »
A un arbre correspond donc [?] un et un sedibnne un noaud supplémentaire et ainsi
codage ; a un codage correspond un arbre qu’une somme (de deux ou plusieurs termes)
unique. [NDLR : affirmation ... conjecture située dans une paire de parentheses.
ou théoreme 7] Il est donc désormais tout a
fait inutile d’ avoir la représentation gra- Dans notre exemple, le nombre de noeuds est
phique d’un arbre pour |e caractériser com- 6 (y compris la racine).
pletement. Tavaillons sur un codage pris au
hasard : Vérifions tout de méme en construisant
I'arbre correspondant a la formule :
{1+[S(S(1))+(1+(1+1))+1]}
:
Il est facile de connaitre le nombre de {1HSE@)+HA+A+1)+1]]
branchesde l'arbre associé :

» Sachant qu’un suivant donne 1 branche,
compte le nombre de “S”. [2]

* On compte aors les termes contenus dans
les parenthéses les plus a l'intérid¢@f

» On compte les termes contenus dans les
parentheses “suivantes”. [2]

» On compte les termes a l'intérieur des-cro
chets. [3]

[NDLR : comme calculé, il y a bien 6
* Enfin, on compte les termes a I'intérieur ddsuilles, 6 noeuds dont la racind, Branches ;
accolades.[2] On additionne le tout la hauteur est bien 4. La méthode de compta
(2+2+2+3+2) et on trouvellbranches. ge est correcte sur cet exemple.]
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arbres et entiers Il n’existe pas dans les arbres de “terme nul”,
c’est-a-dire un arbre qui, lorsqu’on I'ajoute a

Afin de terminer notre étude, nous avons n'importe quel autre arbre, ne le modifie pas.

comparé |’ addition et la notion de suivant

dans le monde des arbres avec I'addition etReendre le suivant d’'un entjezela revient a

notion de successeur des entiers. lui gouter 1. Dans les arbres cela n'est pas
vrai.

La somme des arbres n’est pas commutative

c'est-a-dire que si I’on permute les deux

arbres que I’on ajoute, on obtient un arbre

différent. C/\] + 0o —=

O

Dans les arbres comme dans les entiers, le
suivant est unique.

® o/‘\o — Nous n’avons pas réussi a définir une relation
d’ordre dans le monde des arbres ce qui nous

aurait permis de trouver des correspondances
La somme des arbres n’est pas non plus-agsiécises avec les entiers. Notre année de
ciative. Pour s’en convaincre, il $itifd’ajou- recherche se termine donc sur une question
ter 3 arbres réduits a une feuille. En déplacaniverte qui trouvera peut-étre un jour sa
les parentheses puis en les supprimant, on réponse.
obtient 3 arbres dirents.

[NDLR : a propos du travail de ce groupe
(/}x d’éléves, voir l'article de J. Zizi, page 239.]
o+H(o+0)—=
[NDLR : Les objets appelés “arbres” ici sont
exactement ceux qui sont engendrés par une
( famille d’ opérateurs (branchement de k
O+ 0)t O—» ;s
branches dans un ordre précis a un seul som

met).Les spécialistes reconnaitront les
“arbres plans avec racine” ou “arborescences
planes”.]
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