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“:S (3) L’écran ayant une définition limitée, tous les
points se trouvent sur I’'image de la figure

génération aléatoire !'imite Fe au bout de trés peu d éapes. En

admettant que la distance de Hausdorff qui
sépare une figure dé,, soit divisée par 2 a
des ”:S chaque étape, au bout de 10 étapes, la distan

. ce initiale a été divisée par 1024, et par un
par Patrick Chalmeau et Vu Tha (TC), million au bout de 20 éthes P
. :

APTIC “Exploration Mathématique” du lycé

Louise Michel de Bobigny (93) Si on part d’'un point, qui est lui-méme une

figure F, la figure itéréd= =Tn(F) est consti
tuée de points qui sont trés rapidement indis
cernables de ceux de F,,. Or chacun de ces
points est obtenu par composition successive
de n des applications affines qui constituent
I'opérateur de Hutchinson.

enseignant : Francois Gaudel

rappel :

IFS signifielterated Function Systeme’est- Supposons que la figure F.. soit en pratique
< - - < . i 2 2 , n
adire : systémes de fonctions itérées. C'est indiscernable de F,. Appelons p le nombre

:ane ;jnethode prathu,ea|de realllsatlon d"magﬁ%pplications dines qui constituent I'opéra
rectales, qui permet egalement a compres- . teur de Hutchinsoff. Numérotons les appli

sion d'images quelconques. Dans la prem &lons afines qui constitueri :
partie (Présentation générale, page 83),
nous en expliquions le principe et I'intérét. i fyr o
Le second expos®istance de Hausdorf et
application dans les IFS, page 87) permet-
tait de comprendre les propriétés et surtout
I” existence des IFS grace a |'introduction
d’une distance appelée distance de Haugdo
et du théoreme du point fixe ; le théoréeme du (dy, d d d)
collage nous donne alors une méthode pour b2 H e
fabriquer des images a partir de modeles.

Chaque point d&, est repéré par lesnumé
ros successifs des applications affines qui
permettent de I'obtenir : c’est une suite e
rrlfombres entiers compris entre Jpet

Par cette suite de applications dines, tous

Enfin. d froige . I les points de I'écran auront des images indis
nfin, dans ce roISIeme expose NOUS EXPIl-  cenaples, ¢ est-a-dire un méme pixel de cet
guerons comment nous avons utilisé la no“%’&ran

de dimension fractale pour améliorer la quali '

te de nos ceuvres. Partons d’'un point quelconque de I'écran, et

appliquons lui indéfiniment I'une des appli-
cations f;, ou I’indice i est tiré au sort a
chaque étape parmi les valeurs 1,.2p.

A partir de lan-ieme étape, nousfathons les
points successifs obtenus. Ils sont tous indis
cernables de ceux dg,,.

Qui plus est, nous sommes assurés de tirer au
sort & un moment ou un autre n’importe quel
le suite @, d, ..., d; ... ,d,), et donc de voir
s’afficher le point correspondant &e.
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Nous avons donc la une autre méhode, Mais F,, est en général unfigure fractale.

trés rapide, pour tracer des IFS :sip = 10 Sa mesure, et celle de ses composantes, pour

et n = 20, la méthode initiale nous oblige a étre calculées, exigent que I'on se place dans

calculer 1@° images du point de départ, aloranedimension non entiée.

gue par cette nouvelle méthode, il n'y a

qu'un point calculé a chaque itération, et, |l est facile de calculer la mesure d'un objet

pour en obtenir un million, ce qui est ampleauquel on a fait subir une contraction (ou une

ment sufisant pour nos écrans 1 million et 2@ilatation) de rappork lorsque I'on travaille

calculs suisent (cent mille milliards de foisen dimension 1, 2 ou 3 : la mesure initiale est

moins). multipliée park, k2, ouk3. Mais les choses se
compliquent un peu lorsqu’on afaife a des
fractales : le calcul est toujours le méme dans

» son principe, la mesure initiale est multipliée

'/ parkd. Le probléme est de calculer la dimen
siond qui change avec la figure.

Exemple : dimension du triangle de
Sierpinski : lorsqu’on lui fait subir une homo
thétie de rapport 2, sa mesure est multipliée
par 3 (voir la figure, page 84).

“ itération de cing
applications affines
a partir d'un point.

On doit donc avoir =3, d’ou, en prenant le
logarithme népérien de chaque membre :

il y a cependant un petit probleme ... dxIn@)=In@),

Si on tire les applications avec la méme-pro _ o .

babilité pour chacune, on se retrouve, apres et finalement une dimensiahégale a :

disons un million d’étapes, avec un nombre

de points pratiquement identique pour chaque d=1In3
application. Résultat : la figure n’est pas In
homogeéne, les applications trés contractantes,

débouchant sur de petites figures, donneront L o
des parties d’écran trés denses, alors que @ cul des probabiliteés des différentes
parties plus grandes du collage ne seront giplications afines

totalement remplies.

N W

Une application dine est définie par un tri

Pour nous, il s'agit d’obtenir des images angle de base non aplati, et un tria_ngle image.
homogenes et donc la probabilité d’aller L€ rapport des aires de ces deux triangles
dans une zone doit étre proportionnelle a NOUs donne ble_n entendu_ une information sur
sa taille. Pour obtenir des dégradés ou des '@ fagon dont I'aire d'une figure quelconque
parties d’ écran plus ou moins foncées, nous est transformeée p_ar,cette application affm_e.
avons la aussi la base d’une méthode condje'tant de cette idée, nous sommes partis

tant seulement & moduler lpgrobabilités en d'Un repere orthonorme:)(‘l,’_T), cOorrespon
fonction du résultat voulu. dant au triangle rectangle isocé&B, et de

I expression analytique d’ une application
Notre probléme est maintenant de calculer 2ffine, qui est:
les p probabilités pour avoir une figure
homogeéne, ou, ce qui revient au méme, la
taille de chacune des composantes du collely' = ¢ x+d y+f
dansF_.

ou x et y sont les coor-
X' =ax+by+e données d'un poinM et
X ety sont les coordon
nées de son imagd¥'.
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. Le triangleOAB a pour image le Le programme que nous avons réalisé en
trlangIeO A'B’ pour lequel : Turbo-Pascal fait plusieurs choses :

— . — Tout d’'abord, il permet de calculer les
OA":(a ;0B :(bd expressions des applications affines & partir
des coordonnées des images du triangle de
L’'aire du triangleOAB était 1/2 ; celle du ti base : pour calcules, b, c, d, e, f, six incon
angle O’A’B’ est égale a la moitié de la nues, nous disposons de six équations :
valeur absolue du déterminand - b c. Nous
définissons alors de facon naturelle (par abus ‘
de langage) le cagfient de contractiork de Xar=axa+tbyat+e

notre application &ihe qui est : Yo = Cxa +dyp+f

Xgr=axg+byg+e€
ab

k= =Vjad-b yg=cxg+dyg+f
cd

Xc=axXxct+tbyc+e

L’'image finale doit avoir la méme mesure

gue la réunion de ses images par les applica

tions affines composant I’ opérateur de

Hutchinson, puisqu’elle est invariante par cetie nous résolvons par la méthode du pivot

opérateurAppelons k; le coefficient de de Gauss. Nous pouvons ainsi travailler avec

contraction de I'applicatiof et ainsi de suite plus que les 32 triangles qu’autorise

jusqu'ak;, coeficient de contraction d&. Si FDESIGN, et avec plus de précision.

la mesure dé&,, est posée égale a 1, et si sa

dimension fractale est, nous avons supposé— Ensuite, le programme calcule les proba-

que la mesure de f;(Fo,) est k9, et ainsi de bilités de chacune des applicationrefs. Le

suite jusqu'd,, résultat peut alors étre utilisé directement
avec un programme tres puissant appelé

On obtient alors, a condition que les diversERACTINT, qui permet par exemple de

composantes ne se recouvrent pas, la relatioégler les couleurs, d’avoir une meilleure
définition, etc ...

Yo =cCxc+tdyc+f

ki + kg + . +ki=1 Nos probabilités se sont révélées excellentes :
les images sont bien homogeénes. (Comparer

Il suffit de faire varierd de maniére a ce qudes différentes versions du rhinocéros).

cette relation soit vérifiée pour trouver la

dimension fractale de la figure et du méme

coup les probabilités qui sont égaldsia
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[image obtenue en prenant
toutes les probabilités égales]
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— Enfin, un module, achevé apres le
Congres, permet de préparer des animations a
partir de deux fichiers triangles : il suffit de
calculer les fichiers triangles intermédiaires

pour calculer une série d’images utilisables
ensuite pour transformer, par exemple, une
poule en lapin.. [NDLC : ou une vessie en
lanterne ?]

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994



