page 87

“:S (2) Cet exposé va nous permettre de comprendre
la théorie mathématique qui explique I’ exis-

diStance de HaUSd(brf tence des IFS.
et application
dans les IFS

par Armindo de Oliveira (TC), Hong Sok Ai
et Karima Ghellam (1°S), APTIC
“Exploration Mathématique” du lycée Louise
Michel de Bobigny (93)

enseignant : Francois Gaudel

Notion de distance entre 2 figures
rappel - La définition classique d’une distance telle
gue nous la connaissons (entre 2 points par
exemple, ou entre un point et une droite, etc.)
gs?t) la longueur minimale des chemins pos-

Sibl

IFS signifielterated Function Systemes’est-
adire : systémes de fonctions itérées. C'est

5 rati réalisation d'im R : .
une methode pratique de realisation d'imag es d’un point a un autre. Mais qu’en est-il

fractales, qui permet également la compres- ! :
. - ..entre deux images ou figures ?
sion d'images quelconques. Dans la premiére

partie (Présentation générale, page 83),

nous en expliquions le principe et l'intérét. On voudrait un nombre appelé distance de

ces images ou figures et qui soit grand si elles

Ce second exposé permettra de comprendre sont tres diierentes et pe:tlt si elles fe r’esgem
blent beaucoup. Et en étant nul s’il s’agit de

les propriétés et surtout I'existence des IFS  ~ 7 i
A x : . : mémes figures.
grace a l'introduction d’'une distance appelee

i héorem g L

di s_tanc_e dg Hauso,lorf\f, €t du theoreme du Féix Hausdorff, mathématicien allemand du

point fixe ; le théoréme du collage nous ) : . .
! . debut de ce siecle a mis au point une telle dis

donne aors une méthode pour fabriquer des e

. - . R tance, appel ée distance de Hausdorff. Nous

images a partir de modeles. : e :

allons voir comment elle s’obtient et si cette
distance entre deux figures peut étre compa

Enfin dans le troiseme exposé (Génération N . i
pose ( rable a une distance classique.

aléatoie des IFS, page 93) nous explique-

rons comment nous avons utilisé la notion de . e ,

dimension fractale pour améiorer la qualité vant tOUt’_ Il faut definir ce qu'on appelle
une figure :

de nos ceuvres.

» Une figure doit étre bornée : on peut la
mettre dans un disque.

* Elle doit étre fermée, c’est-a-dire que si un
point se trouve a une distance nulle de la
figure, il est dans la figure (dans un disque
ouvert les points sur la frontiére ont une-dis
tance nulle avec la figure mais ne sont pas
dans la figure).
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Quand une figure a ces deux propriétés, il « Voyons a présent quelles sont les gprié-
s’agit d’'un compact et les IFS que nous utiltés de cette distance de Hausddrf

sons sont des compacts ; la distance de

Hausdorf est définie sur des ensembles eontlassiquement les propriétés des distances

pacts du plan. sont :

» Mais voyons cette distance : a)d(A, B) =d(B, A
b)d(A,B)=0 - A=B

Soient deux compacEet E quelconques. c) Inégalité triangulaire :

d(B, C) <d(A, B) +d(A, C)

Tout d’abord, on enferme le compdactdans
un enclos de valew; c’est-a-dire I'ensemblea) Exemple : prenons 2 poirkset B.
de tous les points situés a une distance (usuel [NDLR : pourquoi pas 2 compacts ?]
le) deF inférieure &. On a évidemment, = €5 = AB. La distance

de Hausdorff de 2 points est |a distance
[A noter que la distance (usuelle) de M a F  usuelle dondl(A, B) =d(B, A).
est la plus petite distance d(M, M’) ou
M’ [0 F). On peut faire de méme pdty] b) Supposons le compakt=le compacB.

Pourep = 0, B est inclus dan&p ; et pour
eg =0, Aestinclus dankpg.

Conclusion d(A, B) = 0.
Récipoquement :
Supposonsi(A, B) = 0. Montrons queA = B.

Pour cela, on va montrer que si A # B, leur
distance n’est pas nullg,etB étant fermés.

Soit il existex 0 Atel quex [ B ; soit il exis
te x [0 B tel quex [ A. On suppose qu’il exis
tex J Atel quex [J B.

X est donc a une certaine distagoe deB.

On définit pour F la plus petite distance &¢ _ _ _ ) .
telle que si on appellég I'enclos des points L@ distance eg doit au moins étre égale a
situés & moins de: deF, on aitE 0 K. K Cette distance, dorag # 0 doncd(A, B) # 0.

es en fait le plus petit enclos possible de F _ _ _

qui contienneE. On agit de la méme maniérd-a réciproque est donc vraie pour des figures
avec le compade : K¢ est le plus petit enclosférmees.

de E qui contienne F. Cela nous définit le
nombrese. On en conclut que :

Par définition, la distance de Hausdaté F |a distance de Hausdorff de 2 figures n’est
etE est le plus grand des 2 nombepsetez. Nulle que si les 2 figures sont strictement

On définit ainsi: €gales et superposées.
dHausdorf (F. E) = supée, €¢) c) On admettraque I’inégalité triangulaire
s’applique aussi a la distance de Hauddorf
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Mais amusons-nous a trouver la distance de Plus généralement, il est immédiat qu’ une
Hausdorf entre undisque B de rayon R et urhomothétie de rapport positif k multiplie les
point A situé a la distance D du centr distances de Hausdbégark.

Distance : e = D + R, alors que eg< D, A une application affine, nous demanderons
doncdy(A,B) =D +R de transformer un triangleBCen un triangle

A'B' C' de telle fagon que I'on ait a la fois :
Remarque : Si le poirk est a l'intérieur du A’B’ < AB, B'C’ < BC et A’C’ < AC,
disque, la distance n’est pas nulle, ce qui ettnous admettrons que celafguf
normal, les deux figures étant distinctes.

Nous allons représenter les applications
Applications contractantes contractantes a I’aide du schéma suivant ou

les distances sont représentées sur les axes :
Une application est contractante si elle dimi
nue la distance de 2 objets dans un rapport A
positif toujours inférieur & un nombrk < 1.  transformée o o
Nos applications #ihes et nos opérateurs d(ﬁgl}?eustes le$ schéma d'une application contractant
Hutchinson sont contractants car ils dimi-
nuent de cette facon la distance de Hauédc E=TE
de 2 figures compactes du plan

2

F=T(F
Reprenons I'exemple simple des trois hem A T
théties de rapports 1/2. Sditl'opérateur de
Hutchinson.

E F

ensemble de toutes les figu

s, IR T est bien une application contractante car
“““““““ d(E’, F') < 2/3 x d(E, F) quelles que soient
les figuresk et F. En efet dans cet exemple,
Il existe un nombreé (ici 1/2) : 0 <k < 1 tel on 3 une pente de la courbe comprise entre
que pour toutes les figur&setF du plan, on _2/3 et 0, inférieure ou égale & 2/3 en valeur
a: absolue.
E-E=T(E
F- F=T(F)
et diE’, F) <k xd(E, F), oud(E, F) est
la distance de HausdbdeE et F.

En effet, chacune des homothéties multiplie

les distances usuelles par 1/2, donl Est a

la distance usuell@ deF, les trois point$1;, [NDLC : page suivante, le théoréme du point
M,, M3, ses images par les homothéties qui  fixe et le théoreme du collage.]

constituent T, seront & des distances &/2 de

F., F,, F3 images dé par ces trois homothé [NDLR : a propos de point fixe, voir aussi
ties, et donc a une distance encore infériediggticle “des points fixes”, page 75.]

deF’ tout entier On en déduit I'inégalité pré

cédente en revenant a la définition de la dis

tance de Hausddrf
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» Théoréme du point fixe » Théoreme du collage

Ce théoréme permet de comprendre pourgi®us avons maintenant tous les éléments
la suite des figures transformées par T pour comprendre le théoreme du collage :
convege :
Soit F une figure,F, un collage de cette figu
Théoréme :Si T est une application contracre. Supposons que d(F, F;) soit plus petite
tante dans un espace muni d une distance et quee et queT soit contractante de rappdt
si F est un élément quelconque de cet espaC¥) a alors d’aprées l'inégalité triangulaire :
alors la suite :
d(F, F) <d(F, F)) +d(F,, F,)

F.=T(F) +d(F, Fy) + ...+ d(F.q., Fp)

F,=T(F)
diF,F,) <d(F, Fp) x (L +k+ k2 + ... + k1)
Frir =T(Fy)
Or:

n -
tend vers une limite F,, qui vérifie 1+k+k+. .. +krl= 1-K= quitend vers
Fo = T(F,) et qui est le seul élément de }

I'espace a vérifier cette propriété. 1 -k Quandntend vers l'infini.
Un petit dessin va nous aider a comprendre le 1
théoréme du point fixe. Finalement d(F, F,) < d(F, F;) x 1K
A o _
transforméq schéma d'une application contractante A|_n_s|, Ia\ dISta_nce de_Hausdorff Ele la figure
s de toutes . initiale a la figure finale peut étre rendue
les fiaures / aussi petite qu'on le désire : il §itif k étant
. / connu ou majoré, de réaliser un collage F,
2 \ dont la distance B, d(F, F,) est assez petite.
Fu=T(F , A Ainsi s’ explique qu’ on puisse approcher
/ T n’importe quelle figure du plan par un IFS.
/
/
R R F

ensemble de toutes les fiat

On suppose quE effectue une contraction de
rapport 2/3 et F est une figure ; admettons
I’exigence de F,, ; on aaors T(Fy) = Fq,
d'ou Tn(F,)= F, -

Il en résulte d(F,, F,)<(2/3) x d(F, F).
Au bout de 25 étapes, les distances ont éé

multipliées par moins de 4.1073, donc F et
F., deviennent pratiguement indiscernables.
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