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des points fixes

par Antoine Grégoire, Jean-Yves Moyen,
Stéphane Cote, des lycées Saint Exupéry et
Jean Moulin de yon (69)

enseignants : Serge Betton, Marie-Claude
Pontille

chercheur : Roland Assous

Du discret au continu, avec tous les pro-
blémes que cela pose : fini et infini, limite
d une suite, ensembles totalement ordonnés,

plus grand élément et borne supérieure, €0

nuité, raisonnement par |’ absurde et preuve
par récurrence, irrationalité des nombres,
coupures dan€) ou R.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

sujet proposé par le chercheur

On considere une applicatidrde {1, ..., n}
dans {1, ...,n}, ou n est un entierOn suppe
sef croissante, donc sk j, alorsf(i) < f(j).

[] Est-ce gu’il existe un entier k tel que
f(k) = k ?k est appelé poirfIXE.

[] Etudier de possibles généralisations a :
f:de [0, 1] dans [0, 1]

dans leDECIMAUX ;
dans leRATIONNELS;
dans leREELS

Ou toute autre généralisation ...

les recherches dans les naturels
(fde {1, ...,n}dans {1, ...,n})

premiers réflexes

Nous avons d’abord testé des fonctions conti
nues (telles que 1/x, VX, etc ...) mais nous
Nnous sommes vite apercus qu’ aucune ne
satisfaisait entierement les conditions de
I'énoncé (a chaque abscisse naturelle cerres
pond une ordonnée naturelle).

Nous avons ensuite examiné le cas des-fonc
tions afines :y = ax + b. Aprés avoir envisa

'Hlé les différentes possibilités pour a et b,

nous avons déduit que seule la fonctidimaf
y = X convient a I'énoncé, ce qui nfoé pas
un champ de recherche formidable !

reformulation de I'énoncé

Nous avons jugé utile de clarifier les choses
en reformulant I'énoncé du probléme :

« Montrer que n’'importe quelle fonction f
correspondant aux conditions de I’ énoncé
posséde au moins un point fixe. »

En fait, notre fonction n’est pas une fonction
“classique” (définie danf), mais une fonc
tion discrete(sa représentation est une suc-
cession de points régulierement espacés).
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démonstration dans les naturels les recherches dans les décimaux et les
rationnels

Nous avons utilisé un raisonnement par

'absurde : nous avons réussi a montrer quténéralisations a

n’existe pas de fonction f (répondant aux f:DnJ[0,1] - Dn [0, 1]

conditions de I'énoncé) qui n'admette aucun eta f:QnJ0,1]-QnJ0,1] ]

point fixe.Ainsi, on montre quf y a toujours

au moins un point fixe (dan¥N). premiée idée

la démonstration est la suivante : Nous avons essayé de passeD[a [0, 1] a
partir] deN n [0, n] ou nous pouvons men
On suppose qu’il existe une fonction crois- trer qu'il existe toujours au moins un point
santef définie de {1, ...,n} dans {1, ...,n}, fixe s f est croissante (démonstration ana-
sans point fixe. logue aN n [1, n]), par une division pan.

D’apres I'énoncé, on an= f(1) = 1. Or f n’a  On aurait dong(x/n) =f(x)/n.

pas de point fixe donc : _
Commex O N n [0, n], nouspensionsque x/n appar

tiendrait a D n [0, 1] si n est chois suffisamment

nzf(1)>1 grand @ tend vers ).
[NDLR : carf(1) = 1 etf(1) # 1] Comme on (k) =k, on aurait:
n>f(1)>2

g(k/n) =f(k)/n = ki/n,
Puisqué est croissante, on a : _ o
doncg aurait un point fixe.
> > >
nzf(2)z1(1)=22 Mais on ne peut pas étre sir que, @h, ..., oux/n
o soit décimal ; par exemple :
Orfn’a pas de point fixe, donc :
1/(3x10M) O D avecm O N.
n=f(2) >3
Et commex etx+1 (avecx O N) sont consécutifs dans

Donc, de proche en proche, on a: N, notre démonstration supposerait que x/n et
' ' (x+1)h soient consécutifs dans D, ¢’ est-a-dire qu’il

existerait un « plus petit décimal » [NDLR : sous-

nfk) >k+1 entendu ... strictement positifPr ce n'est pas le cas
pourk {1, ..., (n-1)}

Prenons un nombredécimal, trés petit (proche de 0),

il existera toujours un nombre décimal € compris

entre O et e (' <€), par exemple € = €/10.Donc il

n'existe pas de plus petit décimal [strictement positif].

nzf(n-1)= (n-1) +1 Cela echI)ut donc de réutiliser la démonstration déns
en écrivant les décimaux : €,2e, 3g, ... oue serait le

c'est-a-dire : « plus petit décimal ».

f(n-1) =n. En fait, nous nous sommes heurtés a la non-
bijectivité deN n [0, n] et [de] D n [0, 1].
f est croissante dorfn) > f(n-1), c’est-a-dire [NDLR : C’est le moins qu’'on puisse dire,
f(n) = n. Or f n"a pas de point fixe, donc : s'agissant d’un ensemble fini et d’un autre
f(n) >n. Doncf(n) O {1, ... , n}. infini 1].

La fonctionf ne correspond plus a I'énoncé. Finalement, nous avons trouvé un contre-
CQFD. exemple montrant qu’il n’existe pas [forcé-

ment] de point fixe dans D lorsque f est
[note de la claviste cqfd = ce qu'il fallait démontrer] ~rpissante :

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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f(x) = 0,7x+ 0,2. les recherches dans les réels

* 0,7 est décimal donc 0,7x est décimal [Généralisations a fR - R]
puisquex est décimal. De plus, 0,2 est déci

mal. Doncf(x) est décimal. [NDLR : I'idée générae est que les points
» f est croissante céest afine et 0,7 > 0. fixes def vont étre les valeurs depour les
*f(0) =0,22 0 etf(1) = 0,951 quelles la courbe représentativefdencontre

la 1°*bissectrice (droite d’équation= x)]

Doncf répond aux conditions de I'énoncé.
positions elatives de f(0) et de (1)

Si on résouf(k) =k, on trouvek = 2/30 D

(solution unique) dontn’a pas de point fixe. Soit une fonctiorf et sa courbe représentative
Cf, telle queCf parte « en dessous » de fa 1

et dans les rationnels ... bissectricef(x) <X) :
De méme dan®, avec la fonction : Oa/Oe0][0,a], f(e)<e
g(x) = 0,5x2+ 0,1 [NDLR : ceci est une définition de “partir en
dessous”.]
ecommex 1 Q,x20Q;
0,50 Qdonc 0,520 Q; Or 00 [0, a], doncf(0) < 0. Or par défin
0,10 Qdoncg(x) U Q. tion f(0) = 0, doncf admettrait un point fixe
* g est croissante sur [0, 1] ; en (0, 0). [NDLR : au vu de la définition
[NDLR : parce que I'est.] d’'un point fixe, c’est 0 qui est point fixe de
* enfin :g(0) = 0,1 eg(1) = 0,6. le point deCfcorrespondant étant (0, 0).]

Doncg répond aux conditions de I'énoncé. Par raisonnement analogue, toute courbe arri
vant « au dessus » de lef hissectrice admet

Si on résout g(k) = k dans [0, 1], on trouve un point fixe en (1, 1). A I'avenir [NDLC :

k=1 - 0,4V5 (solution unique dans [0, 1])I’avenir commence aujourd’hui !'hous nous

Orv50 Q, donck O Q. intéresseasns donc seulement aux fonctions
partant « au dessus de la ** bissectrice et
[NDLR : trois remarques : arrivant «en dessous.

(1) « V50 Q ...» : on peut démontrer en
effet que la racine carré d un nombre entier [NDLR : ATTENTION ! il y a ici une afir-

qui n’est pas un carré parfait ne peut pas étnation cachée : celle que toute fonction parte
une fraction, autrement dit est un nombe « en dessous » ou « au dessus ».
irrationnel . Intuitivement, cela est vrai pour des fonctions
(2) «... dondk 0 Q.» : il est facile de montrerdont le graphique est “tracable”. L'idée de
(par I’ absurde) que la multiplication ou fonction tracable correspond a peu prés a la
I’addition d'un irrationnel avec un rationnel notion mathématique denction continueet
produit un irrationnel. continlment dérivable par mogaux]

(3) La fonctiong transforme un nombre déci i

mal en un nombre décimal, dogcest aussi :
un contre exemple a la propriété de point fixg
pour les décimaux].

Donc toutes les fonctions croissantes
de Q n [0, 1] dans Q n [0, 1], n’ont pas
forcément de point fixe

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Nous pouvons répartir les fifentes valeurs[NDLR: ce n’est nullement évident, mais

dex dans trois ensembles :

A= {x/1(x) >x}
B={x/f(x) <x}
C={x/1(x) =x}

Il s’agirait alors de montrer que# @.

SiC=@, alordIx/ f(x)=x+a >X
f(x+y) =x+B<x+y

[NDLR : en fait I'"hypothése C = @ n’inter-
viendra que plus loin ...]

wed

A(X; X+ a) Bx+y;x+p)

[NDLR : de plus x < x+ gDonc :
f(xX) = x+a <f(x+y) =x+p.]

OnaXxsx+asx+B<sx+y.

La croissance diet I'hypotheseC = @ ame
nent a:

X+asx+o sx+f <x+f
avecx+a’ =f(x+a) et x+ [ =1fXx+p).
Donc par itération :

X+a <x+a” <X+ <x+f

Nous définissons ainsi deux suites :

fUi=0 |‘ carCf part
\Un+1 =f(Up) > Up| « au dessus
fVi=1 '[ et arrive
\Whn+1 = f(Vp) <V, | « en dessous

Si les deux suites convergeaient vers une
méme limite |, alors on aurait f(l) = I.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

peut étre prouveé soit si la fonctibest cont
nue soit en utilisant a la fois la définition
d’une limite et la croissance de la fonction

Mais les deux suites peuvent ne pas conver
ger vers une méme limite si f ne comporte
pas qu'un seul point fixe[apparent]. Nous
avons donc abandonné cette piste.

[NDLR : en fait sif n’est pas continue, méme
si f n"admet appaemmengu’un seul point
fixe (c’'est-a-dire s'il n’existe qu’un seul
endroit ou le graphe de f traverse la 1° bis
sectrice, les éléments deétant a gauche et
les éléments dB a droite) les suites considé
rées plus haut peuvent ne pas cogeewvers
une limite commune. Dans ce cas, les limites
des suites peuvent ne pas étre des points
fixes.]

Nous avons ensuite examiné le cas ou
A ={x/ f(x) >x} avait un plus grand élément.

Si Aa un plus grand élément, n@¢alors :
OxOAx<G<f(G)

Soit G' = f(G) ; doncG < G’ ; commef est
croissante 16) < f(G) : G’ < f(G).

Sif(G) > G, alorsG' A, doncG > G [ce
qui est impossible puisqug est le plus grand
élément deA.]. Doncf(G’) n'est passtricte
ment supérieur &', doncf(G’) = G', donc

G’ est point fixe.

De maniére analogue, si B = {x / f(X) < x}
possede un plus petit élément p, dors p est
point fixe.

[NDLR : attention, c’esp’ =f(p) et nonp qui

est un point fixe, si on se référe a ce qui est
prouvé au dessus po@. Il est remarquable
de voir que cette preuve établit |’ existence
d’un point fixe dans le cas des ensembles
finis, c’est a dire pour les fonction croissantes
de {1, ...,n} dans {1, ...,n}. En fait, pour les
nombres réels, on peut considérer un nombre
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H tel que G <H < G’ et on aboutit a une
contradiction f(G) < f(H) < f(G’) =G’ = f(G)
d'ou f(H) =G’ > H ; doncH 0 A. On peut en
conclure que I’ensemble A n’a pas de plus
grand élémentComparer avec ce qui suit :]

Plagons-nous sur un intervalle [c, d] te que
Cf ne semble couper y = x qu une fois sur
[c, d].

; B jase 3:;{::}}
S >

On a alors [toujours avec I'hypothése CJ=

OxUOA OX OB, x<X
AU B=[c,d]

Donc il existe un poing « de jonction » entre
AetB. Donc :

* soitA=]c, €], B=1]e d] - A possede un
plus grand élément, point fixe ;

* soitA=]c, €, B=[e d - B possede un
plus petit élément, point fixe.

[NDLR : ATTENTION, nous voici probable
ment au coeur du probléme ! L’existence
d’ un “point de jonction”, c’est a dire d’un
nombre Jtel quea< Jpour aldAetJ<b
pour tout b [0 Bn’est nullement facile a
prouveyrcar elle met nécessairement en jeu

Donc il y a un point fixe pour toutes les fenc
tions ou I’on peut I'isoler, ' est-a-dire que
nous ne pouvons démontrer de cette fagon
gu’une courbe possédant [apparemment] une
infinité de points fixes (exemple : y = xX) en
possede au moins un ...

[NDLR : le paradoxe n’est qu’apparent ; soit
on peut isoler un point fixappaent, soit on

ne peut pas ; et si on ne peut pas, c’est qu'il y
a trop de points fixes (appaent$ et on est
ramenés a ... démontrer qu’il y a au moins un
point fixe... La véritable question consiste
finalement a prouver qu’une intervalle qui
contient apparemment un point fixe en ecom
bien véritablement un].

étude statistique [ pour {1,...n}]

Ayant démontré qu’il existait un point fixe
dans les naturels, nous sommes demandés ou
se trouvait ce point fixe : pourslx < n, quel

est le pourcentage de chances xjgeit point

fixe ?

Afin de représenter rapidement toutes les
fonctions répondant aux conditions de
I”énoncé, nous utiliserons des arbres dont
voici la méthode de tracé : [NDLR : voir
aussi l'article consacré aaxbres page 97.]

Posonah = 3.

f(1) peut étre égal a 1, 2 ou@n a donc :

f(1) 1 2 3
Ensuite :

esif(l)=1

alorsf(2) peut étre égala 1, 2 ou 3 ;
* sif(1) = 2 (etf croissante)

alorsf(2) peut étre égala 2 ou 3 ;
* sif(1) = 3 (etf croissante)

alorsf(2) = 3.

la notion méme de nombre réel (la proprié@n a donc :

est fausse dans Q). On retrouve ici
I" approche de R développée par Dedekind
avedescoupues]

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

f(v) 1 2 3

f2) 1 2 3 2 3 3
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De la m_éme mani_ére, grace a la croissancep -1 %2, p,ay=2 3, py1y=6 2192 p =20
la fonction, on obtient I'arbre complet : Py2) =2 X2 Py2) =4 30 Py2)=12

Py3)=6 2m P,3)=12

(1) 2 3 P4(4) = 20
3,5 _ ¢ X3,6 J—
@ . , \ ! X85, py1)=7¢ X386 pya) =25z
X108 p2)=ac X35 Pg2)=14C
230 py@) =3¢ X298 py3)=12c
fa) 12 2 2 2y Pyay=40 X3, pya)=12

Py(5) = 7C 2 Pg(5) = 14¢

(Les nombres encerclés sont les points fixe: Pe(6) = 25z
f(1) = 1 ouf(2) = 2 ouf(3) = 3.)

X

Outre la symétrie des nombres
On constate donc que 1 est point fixe pour 6
fonctions : (Py(1) =Pn(N), ...)

TNONONORONONO on observe la régularité des coefficients des
multiplications.

@ 1 1 1 2 2 3 SoitU, la liste des coétients

(U]_: 2, U2 = 3,U3 = 10/3, )

f3) 1 2 3 2 3 3
On adonc:

De méme, 2 est point fixe pour 4 fonctions, et Pr(X) = Pp.1(X) X Upx
3 est point fixe pour 6 fonction®n notera :

Soit k, la différence U1 - U,. On observe
P3(1) = 6“ Pn(X) est le nombre de fonctions que :

P4(2) = 4 croissantes de {1, ... , n} dans
{1, ... , n} admettant x comme
P3(3) =& point fixe. ki=1
ky = 1-_1
On utilisera aussi la notatidW,(x) qui repre 3 1+2
sente le nombre de fonctions croissantes ex kg=1= 1
tant de {1, ... x} dans {1, ... ,n}. 6 1+2+3
ky=1=—1
(N est I'abréviation de “Niveau” ca¥(x) est 10 1+2+3+4
aussi le “Niveau” de I’arbre, c’'est-a-dire le
nombre de chiffres sur la ligne f(x), aussi d’ou laconjecture:
appeléaiveau j.
kn=—1
Onadonc: L
>b
N3(1) =3 b=1
N3(2) = 6
N5(3) = 10 Soit :
On trouve donc (en tragant les arbres) : Kn = n (n2+ 1)

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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d'ou : Plus généralement :
Up+1=Up+ kn Pn(X) X Upx+1 = I:)n+1(X)
Un+1 = Up + 2 Pn-1(X) X Un.x = Pn(X)
n(n+1) Pn(X) = Pn.1(X) X Un.x
- 2 ’
autrement dit : Pn(X) = Pn-1(x) x ‘4 “n-x
Un = Un-]_ + 2 .
n(n-1) D’ou la relation de récurrence :
On a donc la suitdX,) définie par récurrence '4p1(1) =1
par- N‘Pn(l) =Pn1(1) x ‘4 - rzl’
U]_ =2
- 2
\U” =Una+ n(n-1) On peut donc calculd®,(1).
o 1 1 Or P,(1) = P,(n), on a donc une nouvelle
Hn>1,0na:Un=Un+2 ‘ﬁ ﬁ relation de récurrence :
- 1.1
dOﬂCDn, Un+]_ Un+2‘ﬁ m’
"Pn(n) =Pn(1)
Un+1+n31:Un+%:U1+%:4 ~Pn(X)=Pn_1(X)X‘4-r2X.
On a donc la formule explicite : On constate également que :
Un=4-2 Nn(X) = Np(x-1) x {2 X=1)

On conjecture : symétrie dans le nombre décomme on connall,(1), on peut déterminer

fonctions ayant un point fixe : N,(X) par récurrence :
Pn(X) =Pp(n - (x-1)) N, =n
: . Nn(xX) = N X-an+X'1
[NDLR : la poursuite des calculs utilise cett A‘ n(x) n(x-1) ‘T’

conjecture et la précédente ; k! désignera la
factorielle de I'entiek.]
... d’ou les formules explicites :

Plus particulieremenP,(n) = P4(1).

Nn(X)_‘rH-X-l.!

La suite des co#€ients est definie par : ~ x!(n-1)!
U,=4-2 o
n Plus particulierement :
P1(1) x U1 = P»(1)
Pn(1) x Up = Pnea(2) ... _2n-1)!
_ Nn(n) = 5757
P2(2) x Uy = P3(2) n!(n-1)!

Pn(2) X Un_l = Pn+]_(2)

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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[NDLR : face a une formule aussi simple, " 2x-2! 1
puisque on retrouve ici le coefficient bino- Pn(x) = = 2
mia exprimant |le nombre de combinaisons "D Ln-xt

den éléments pris parmi2- 1 éléments (ou,

ce qui revient au méme le nombre de partip¢DLR : cette formule est fausse, en fait

an éléments d'un ensemble a2 n - 1 élé- P (x)= (X-3)! (2n-2x-3)!

ments, on pourrait étre tenté de démontrer n (-D)!(x-2)! (n-x-1)! (n-x-2)!

cette formule directement, en gtahchissant Cela retentit sur la suite des calculs ...]

des conjectures faites précédemment (ce qui

permettrait également de prouver ces cenjédn peut ainsi trouver directement le pourcen
tures !). tage de chances que x soit point fixe :

%n(x) = IZ:(()r(l))

On peut obtenir une telle preuve en représe
tant la fonction par un escalier : chaque point
(%, f(x)) de la fonction est I’ extrémité droite (il faut multiplier par 100 pour avoir un peur
d’'un segment horizont& de longueur 1. centage ...)

On compléte I'escalier par des segments ve

ticaux, jusqu’au point (0, 1), gjouté au gra- | %N(X) =

phique, de maniere a avoir pour chaque fon

tion croissante un escalier qui relie le point

(0,1) au point §, n). Nous avons démontré, en utilisant le fait que
%n(x) = %n(n-(x-1)), que :

: P
O —
A i |lm Yon(X S@x-1

221! =

Q2x-2)!>< At
(n-x)!32 (2n-1)

8

7

6

5

4 % [NDLR : Le concept de fonction représente pour les

3 jeunes une difficulté majeure dans la compréhension

L des situations mathématiques et il n’est pas facile de

proposer un sujet de recherche sur ce théme (voir aussi
le travail sudes fonctionsau lycée Val de Seine).

1
011 2 3 4 5 6 7 ? Les cadres dans lesquels apparaissent les fonctions au
i ) niveau scolaire étant trés fortement numeériques, c'est
fonction coissante de {1, ...,8} dans {1, ...,8par le calcul que seront “naturellement” approchés les
de valeurs successives 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 5.propriétés des fonctions. Le calcul devient ains un
refuge pour I'éléve, au sens ou il est une activité moins
. colteuse qu’une réflexion mettant en jeu des doutes,
A chaque escalier correspond une sUCCESSIR intitions, des paradoxes, des représentations nou
de 2n - 1 segments dont précisémensont velles.
horizontaux eh - 1 sont verticaux. . , .
Il est sans doute tres symptomatique que le recours a
. ; l'intuition soit en définitive proscrit lorsque le cadre de
Le nombres d’'escaliers est donc égal au traitement du sujet est délimité par de fortes
nombredemaniéresle choisir n éléments contraintes, la modélisation du probléme n'éant plus
parmi 2n - 1.] alors a la charge de ceux qui cherchent.]

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994



