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le probleme
de Syracuse

unification de la formule

On a:uy41 =3 Y, + 1 siy,estimpair
Un+1 = (uy) / 2 si y, est pair

par ... du lycée La Fontaine de Paris (jumel@omme, pour i N, (-1)" = 1 si n pair

ge entre le lycée La Fontaine de Paris et le
lycée Jacques Prévert de Boulogne)

enseignantes : Ghislaine Gaudemet et
Christiane Perdon

chercheur : Gilles Godefrp€NRS

[NDLR : il s'agiraici du ... probléeme de
Syracuse, a savoir :

— choisissez un nombre entier ;

(-1)" = -1 si n impair
Ups1=[a+ b (-1)n] uy + ¢ +d (-1§n
[on cherche a, b, ¢, d réels pour que cette for
mule unique puisse remplacer la formule
double de départ]
Si u, est pair :

Upep=(@+b)y+c+d=(y) /2

soit: a+b=1/2
c+d=0

Si u, est impair :

— s'il est pairdivisez-le par 2 ; mais s'il est

impair multipliez-le par 3 et gjoutez 1 au
résultat ;
— recommencez avec le résultat que vous

avez obtenu ; puis recommencez avec le nou

veau résultat ; et recommencez encore ; et
encore ; et encore, etc ...

U =@-b)y+c-d=3y+1:

soit: a-b
c-d

3
1

[NDLR : pour que la relation cherchée rem
place bien la formule de dépaiitsuffit évi-

exemple — qui manque cruellement dans demment que les cdefients a, b, c, d satis

qui suit — en partant du nombre 17 :

17, impair ; 51 + 1 = 52, pair ; 26, pair ;
13, impair, 39 + 1 = 40, pair ; 20, pair ;
10, pair ; 5, impair ; 15+ 1 = 16, pair ;

fassent les quatre conditions a + b = 1/2,
c+d=0,a-b=3,c-d=1]

Par substitution, on trouve :

8, pair ; 4, pair ; 2, pair ; 1, impair ; 3+ 1 =4,

pair et d§ja vu, et donc le procédé boucle a
linfini;2;1;4;2;1;4;2;1;etc...

Avant de lire la suite, essayez vous-méme
avec un autre nombre que 17 au départ. ]

a=7/4
b=-5/4
c=1/2
d=-1/2

d'ou la formule :

7 - 5(_ 1)Un " +l_ (_ 1)Un

4 2 2

Un+1 =
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étude de la fonction En séparant les parties réelle et imaginaire,
on trouve :

Considérons la fonction :

_7 41 5,1
‘N _ X({t) ="~t+=-12t+=]cosmt
LN =N y 4 20 2
AL G0 A B i) y(t):-¢5t+1’sinnt
4 2 2 2 2

~ ensemble de points car (- 1)X est défini Ceci permet de tracer une représentation
seulement danil. Toutefois on peut utiliser graphique, dans le plan complexe, de la

la fonction : fonction f.
f:R-C [NDLR : nous laissons le soin au lecteur de
7-5(- 1" e 1)¢ tracer Igs_ représentations gr:flpljiques quis'im
- Xt =- posent ici : la courbe paramétrée-s tf(t), et
4 2 2 les courbes t x(t), t — y(t).]

[NDLR : & propos deC, on pourra consulter
utilement I'article la géométrie par les
formules, particulierement pages 54 & 55.]

Essayons d'écrire sous une autre forme cette
fonction.On remarque que - 1 fesoit :

2 2

f(x)=7-5€‘i”xx+l e
4

On a &9 = coso + i sin B, et d'apres la formu
le de Moivre :

(cosB +isinB)"=cos ® + i sin MY, donc :

_7-5(cosrrx+isinrrx)x+1 COSTX i SINTX

f(x
®) 4 2 2 2
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application au probleme de Syracuse

Pour Syracuse, nous resterons dans le cadre

des nombres réels. Nous resterons donc sur la
partie réelle de la fonction f. (La représenta
tion graphique ne permet pas une étude
simple, car on ne peut pas représenter le-para
metre.)

Soit la fonction R ;

R(x) =7 x +1-‘5x +1’ COSTIX
4 2 2 2

C'est une fonction de la variable réelle x, on
peut donc la représenter graphiquement par la
courbe d'équation y = R(x).

Or le probleme de Syracuse est une suite
définie par Y, = R(W,).

Gréce a la droite d'équation y = x, on peut
suivre les itérations successives de la fonc-
tion. Les images seront les sommets d'une
Snusoide (ses extrema sont atteints quand x
est entier : cosn = -1 ou 1 avec i N).

La courbe est donc contenue entre les droites
d'équations

y=3x+1
et y =Xx/2
conclusion
Méme si nous sommes les meilleurs (tu
parles !), nous n'avons réussi qu'a trouver un
systeme continu qui permet d'avoir une fonc
tion continue suN (plus agréable au regard).
Ceci permet de suivre les itérations, mais pas
de montrer que pour tout nombreéIiN*, au
bout d'un nombre fini d'opérations, ...

u, = 1.
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