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1.— Présentation.

a
Notre travail a débuté par
I'étude des sept ponts de
Kdnigsbeay. Ce probléme nous
a permis d'aborder la notion de
graphe.
Question : Peut-on passer par
les sept ponts une fois et une

Christophe Egile, Aurélia Peyrenégre, éléve seule ?
de 1¢< du Lycée Alfred Kastler de Cergy- Les sept ponts de Kénigsberg.
Pontoise.
Pour simplifier ce probleme, on raméne ce
enseignantes : Annick Boisseau, Claude Matessin au schéma suivant :
et Annie Soismier

a ;.

Les régions sont
chercheurs : Michéle Vemgne et Francois représentées par des
Digne, de I'Ecole Normale Supérieure sommets, et les sept

b g ponts par des arétes.
Documentation utilisée: Ainsi on obtient un
» Récréations Mathématiques, par Edouard LUCAS c graphe.

(Blanchard).
* Tangente n°21.

* Théorie des graphes et ses applications. Toutes nos tentatives pour trouver une solu-

Commentaires des professeurs : tion a ce probléeme ont été vaines. Pour
Pour I'ensemble des éléves des deux lycées, les) démontrer qu'il n'existe pas de solution, nous

séances hebdomadaires n'ont pas été suivies Feguléﬁlons été amenés a poser les définitions sui
rement. Ce qui nous a donné l'impression de ne pas
progresser. vantes.
Par contre, ils étaient toujours tous présents aux
s@minaires ; ces rencontres ont été trés positives
(ééves trés motiveés) et ont permis quand méme
d'obtenir des résultats.

La mise en forme et la rédaction leur ont demandé
beaucoup d'investissement.

2.— Définitions.

Graphe : ensemble de points et de chemins
reliés éventuellement.

Souhaitons gu'ils en tirent profit. °
PLAN :
1. Présentation. L
2. Définitions.

3. Propriétés.
4. Conclusions.

Graphe connexe : tous les sommets sont
reliés.

LN LY

graphe connexe. graphe non connexe.

Arborescenceensemble darcs partant d'un
sommet
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Deqré d'un sommetnombre d'arétes consti Démonstration :
tuant son arborescen >/ Un chemin (ou chaine) eulérien signifie par
A

définition qu'on utilise une fois et une seule
chagque aréte. On doit donc toujours pouvoir
sommet A de degré 3. arriver et repartir de chaque sommet. Chaque
sommet a donc un nombre pair d'arétes.
Degré pair : un point est de degré pair si le
nombre de segments constituant son arborBemarque sur les sommets de départ et d'arri
cence est pair #\ vée: Le sommet de départ nécessite au mini
B mun une aréte pour pouvoir partir. Le som-
sommet Bde degré pair. met d'arrivée nécessite au minimum une
aréte pour permettre de finir le graphe.
Degré impair un point est de degré impair si
le nombre d'arétes constituant son arbores- Conclusion : les sommets de départ et darri
cence est impair \//< vée ne sont pas obligatoirement pairs dans
C

une chaine eulérienne. Ainsi dans une chaine
eul érienne, nous avons obligatoirement tous
sommet C de degré impair. les sommets (sauf éventuellement ceux de

départ et d'arrivée) de degré pair

Chaine eulériennechemin qui utilise toutes

les arétes une fois et une seule. Application: dans les sept ponts de

Ici, D étant le sommet de départ, A éant le Konigsberg, tous les sommets sont de degré

sommet d'arrivée, D est impadt est impair impair, donc ce n'est pas une chaine eulé -

D rienne.

A Exemples de chaines eulériennes particu -
lieres :
cycle eulérien
Sommets de départ et d'arrivée pairs.

Cycle eulérien : chaine eulérienne fermée D (p)
(appelée aussi circuit). notation :
AD exemple. () pour impair
(p) pour pair
A et D sont pairs.
D et A sont confondus A (p)
car tous les sommets
sont de degré pair. chaine eulérienne
Sommets d'arrivée et de départ de degrés
impairs.
(P D (i)
(p
(p)
3.— Propriétés. : (p)
A (1)

P1: S on a une chaine euléienne alors
tous les sommets (sauf éventuellement ceuk e cas ou il n'y a qu'un sommet impair est
de dépat et d'arrivée) sont de degré pair  cité ultérieurement (2°cas de P2)
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P2: premier cas
Si on a un graphe connexe dont tous les
sommets sont de degré pair sauf ceux de
départ et d arrrivée, alors nous avons une
chaine eulérienne.

second cas
Un graphe qui a un seul point impair est
impossible (pas de chaine eulérienne pos-
sible).

troisieme cas
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Si les arétes ne sont pas toutes utilisées, il
restera un graphe partiel G' dont tous les-som
mets sont de degré paBoient g, gy, Oz, ...

les composantes de G' admettant au moins
une aréte. Ces composantes sont connexes.
Comme nous avons déja utilisé plusieurs
arétes (au moins deux) pour arriver en @', g
J O3, ... ont un nombre d'arétes strictement
inférieur a M. D'aprés I'hypothése de récur-
rence, gi, dp, 9z, ... sont des chaines eul &-

Si le graphe est connexe et que tous les somennes. Comme G est connexe, la chaine p

mets sont de degré pair, alors nous avons
une chaine eulérienne.

P2 -premier cas

Si on a un graphe connexe dont tous les

sommets sont de degré pair sauf ceux de

départ et d'arrrivée, alors nous avons une
chaine eulérienne.

Démonstration Raisonnement par récurren-
ce sur le nombre d'arétes.

Un graphe connexe possédant une aréte est
une chaine eulérienne. En effet, le seul cas
possible est le suivant :

./——Q

Hypothése de départ : supposons |'énoncé
vrai pour des graphes connexes dont le

rencontre successivement toutes les compo-
santes en des sommetspour g, X, pour g,

... On note pgla chaine eulérienne relative a
g;. Considérons alors la chaine :

El)(a' X) + Mg+ M4, Xp) + Hgp +...+ M0

chaine p.
On a bien ainsi une chaine eulérienne.

P> - second cas

Un graphe qui a un seul point impair est
impossible ( pas de chaine eulérienne pos
sible).

nombre d'arétes est strictement inférieur a M

Démontrons alors que cet énoncé est vrai

Démonstration

pour des graphes dont le nombre d'arétes Rattons d'un graphe avec M arétes et un seul

égal a M.
Soit un graphe connexe dont le nombre

point de degré impair A .
B

d'arétes est égal a M. Le sommet A, point «

départ, le sommet B, point d'arrivée sont

impairs, et tous les autres sommets sont de

degré pair

Prenons I'exemple d'un voyageur partant de

A et arrivant a un sommet X tifent de B, il
aura aors utilisé un nombre impair d'arétes

incidentes a X et pourra reparfuand il ne

A o

C% o

On prend le point A comme point de départ
et on décrit une aréte [AB] au choix. On barre
cette aréte car elle n'est plus utilisable. On

pourra plus repartiil sera nécessairement enbtient alors un graphe avec(M-1) arétes,

B. Appelons p cette chaine.

avec le sommet A de degré pair et le sommet
B qui est devenu impaites autres sommets
du graphe restent tous pairs.

On part maintenant de B et on vaen C par

Pour arriver & : une seule aréte incidente 8aréte [BC]. On la supprime comme |'aréte

X, il en reste une pour repartir

[AB]. Donc B devient pair et C devient
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impair Le graphe a un seul point impair et
(M-2) arétes. Par ce procédé, on arrive a un

P.S.: Voici un autre exemple de graphe eulé

graphe possédant deux arétes et un seul poign sur lequel nous avons travaillé.

de degré impair, noté 3. Cherchons tous les
graphes possédant uniquement deux arétes.

Trouvez des chemins eulériens.

Parmi tous ces graphes, cherchons tous ce

qui possédent un seul sommet impair

Il'y a en fait trois cas :
- Les deux pointst et sont de degré pair :

a6 ey

- Il'y a deux points de degré impair :
€

0 ¢

- Il n'y a pas de point impair :

J U

® dépar

[ — 1 d
arrivée

[NDLR :

Remarque sur P2 : on peut commencer la
récurrence avec 0 aréte.

Le deuxieme cas de la récurrence peut étre
grandement simplifié si on le démontre par
récurrence.

Il est donc impossible d'avoir un graphe avé&n pourrait préciser dans I'énoncé du th€oré
un seul point de degré impair et deux arétesne que s'il y a deux sommets impairs ce sont

P2 - troisieme cas

Si le graphe est connexe et que tous les
sommets sont de degré pair, alors nous
avons une chaine eulérienne.

Démonstration

les points de départ et d'arrivée et que sinon
on peut partir de n'importe ou.

On pourrait aussi dire que si tous les sommets
sont pairs alors la chaine eul érienne est un
cycle.]

Si le graphe a tous les sommets de degré pair

on part de nimporte quel point, on éimine
une aréte et on se retrouve dans le premier

cas car on a deux sommets de degré impair

tous les autres étant de degré.pair
4.— Conclusion.

On s'est simplement intéressés aux chaines

eulériennes (vu sous I'angle mathématique). Il

existe d'autres chaines : hamiltoniennes par
exemple. On aurait pu aussi mettre notre
théorie en pratique : exemple, éude du par-
cours fait par le facteur dans une ville, des
réseaux téléphoniques ...
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