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. Les polyminos sont des figures formées de
IeS p0|ymInOS plusieurs minos, carrés de 1 sur 1, qui sont
joints par leurs coétés.
par ... des lycées Pablo Neruda de St Martin
d'Heres et Emmanuel Mounier de Grenoble exemples

enseignants : André Laur et Jean-Claude 1 mino

Oriol

chercheur : Charles Payan, LSD2-IMAG 1 domino
1 trimino

ou

note du chatheur :

La problématique générale était celle du Nos travaux se limitent a I'étude des dominos
pavage de polyminos (c’est-a-dire de mor- et des triminos.

ceaux d’échiquier) par des polyminos plus

petits : dominos, triminos ... les dominos

Le probléme de I'échiquier emqué

Le probleme, tel qu'il nous a été posé, était

de savoir si un échiquier ¢88) tronqué de 2
cases dans deux coins opposés était remplis
sable par des dominos.

N’ étant encore que novices dans |'art du
pavage nous décidames d'étudier d’abord des
cas de figures qui nous semblaient plus
simples, le cas de figures non tronquées.
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Retour a des figures non tronquées Etude du caré

Le caré Nous distinguons 2 cas possibles pour le
carré :

Généralités

1¢ cas: Le carré ou le nombre de carreaux
Les dominos, composés de 2 cases dont I'asug le coté est impaic’est-a-dire de la forme
peut étre considérée égale a 1, (I'unité de 2n+1.
mesure de l'aire serait alors le mino) ont donc

une aire égale a 2. Exemple (ici2n+1=23)
Une figure remplissable sera donc une figure

comportant plusieurs dominos, donc d’aire 2 -l- I_
n ; 'aire des figures remplissables devra donc —I—
étre paire. -I- 0

Obsewation: les figures a aires impaires sont

non remplissables L'aire du carré est égale a%h 4n + 1 donc
I'aire est impaire (nombre pair + 1).

Remagque: les figures a aires paires ne sont

pas forcément remplissables. Le carré dont le nombre de carreaux sur le
c6té est impair n’est pagmplissable.

Exemple

3 2¢mcas: Le carré ou le nombre de carreaux
11214 sur le coté est paiou égal a 2n.

L’aire est paire et égale a 4n2. Cependant
figure & aire paire (4 cases), mais non rem- nous avons vu que la parité de I'aire neisuf
plissable. pas a montrer que la figure est remplissable ;

il faut donc approfondir ce cas.

En effet, la présence de la “corne”, (une

corne est une forme qui par sa présence rdéfxemple (ici 2 n = 4)

une figure paire non remplissable) est la
cause de I'impossibilité a remplir la figure.
[NDLC : théoréme = une forme qui rend la
figure non remplissable rend la figure non
remplissable ; démonstration = 7]

—|— bande de n domin

—+
-+
-+

Un carré est en fait la juxtaposition de 2 n
bandes de n dominos. Une bande de n domi
Si on place un domino dans les cases (1; Bps étant remplissable, 2 n bandes de n domi
la case 3 est isolée et la figure est non-renos seront remplissables.

plissable.

TN

3
1|2

Le caré d’aire pair est emplissable.
Si on place un domino dans les cases (2; 3),
la case 1 est isolée ; la figure est non remplis
sable.
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Le rectangle [NDLR : Le statut de théorémainsi que la
formulation suivante on été introduits par le
Pour le rectangle nous distinguons 3 cas. chercheur.es mots remaque conclusion
obsevation proposition,.. ont souvent des
1= cas: longueur et lageur sont impaires.  sens assez flous et plus ou moins interchan-

geables.]
L=2n+1;l=2n"+1;n>n
Théoréme 1 : Un rectangle ayant au moins
L'aire est égale a un coté pair est remplissable.
(2n+1)(2n'+1) =4nn’ + 2n + 2n' + 1 Les figures tronquées étant des figures

pair + impair simples privées d’'une ou plusieurs cases, leur
étude vient donc naturellement aprés ce-para
L’aire est impaire donke rectangle n’est pasgraphe.
remplissable.
Echiquier tronqué
2mcas: longueur et lageur sont paires.
Introduction de la couleur
Longueur =2n; lgeur=2n’
Un échiquier est coloré grace a des cases
L'aire est égale a 4 n n’ et elle est donc pairires et blanches disposées en damier. Un
De plus ce rectangle se trouve étre une juxtbbomino, représentant 2 cases de damier se

position de 2 n’ bandes de n dominos. touchant par un c6té, sera donc tout naturelle
ment composé d’'une case noire et d’une case

Doncce rectangle estamplissable. blanche.

3*me cas : une des deux mesures est paire, Domino : -—

'autre impaire. [NDLR : Les quelques lignes

qui suivent sont assez peu claires. Pour ces

éléves longueuret largeur ne semblent pas Alors deux remarques s’imposent :

jouer le méme role. Ceci les empéche sans — une figure est remplissable uniquement
doute de voir que, comme dans le cas présél y a autant de cases noires que de cases
dent, le rectangle est I’union de bandes blanches,

paires. Par ailleurs le rectanglen’ est pas — une figure ayant autant de cases noires que
percu comme une généralisationaduré (on de blanches n’est pas obligatoirement rem-
retrouvera également ceci plus loin).] plissable.

Exemple longueur=2n+1;lgeur=2n" Exemple

L'aire est paire et égalea4nn’+2n'.

Ce rectangle est en fait une juxtaposition de
bandes contenant n dominos et 1 case, la case
seule de la bande d’en dessous ; comme ily a
2 n’ bandes successives, il y aura n’ couplés<ases blanches, 4 cases noires
de cases seules, donc n’ dominos.

On peut vérifier que I’exemple donné ici

La figure est emplissable. n’'est pas remplissable, en examinant tous les
essais de remplissage possibles. [NDLR : Il
On adonc: aurait été intéressant de fournir une preuve.]
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Echiquier tonqué — Résolution dugisléme Si on enléve 1 case blanche il y a plus de
noires que de blanches, donc la figure est non

Les 2 cases enlevées sont de méme couleur. remplissable.

En efet, par la symétrie ayant pour centre le

centre de I’échiquier on passe d'une case a Nous enléverons donc toujours une case

une autre de méme coule®ar symétrie on noire, et distinguons 2 cas.

passe de I'une a l'autre des cases enlevées.

— Une case noire | — La case du milieu
d'un des coins est est enlevée.
enlevée.

=+ 1=
= =1t
La figure est La figure est
remplissable. remplissable.

Nous avons démontré que le carré de 3 x 3
Les 2 cases enlevées sont donc de méme aesti remplissable si on enléve une case de la
leur L’échiquier tronqué a alors 32 cases couleur majoritaire. [NDLC : La formulation
d’'une couleur et 30 cases de l'autre. initiale était : “nous admettons donc que” ]

Autres cas Nous allons maintenant étemdcette consta
tation au caré de 5.

Si on enleve 2 cases de la méme couleur au

hasard, la figure est non remplissable (raisbe carré de 5 5 est en fait un carré dex33

précédente). auquel on a ajouté une “bande” de dominos.

-

Carré a aire impaire tronqué d’'une case  Si au départ on a un carré de
2n+1)x(2n+1),

Par contre, si les 2 cases sont de coulews (~
férentes, nous conjecturons que c’est toujoL
remplissable, mais tous les cas n’ont pas ¢
examinés.

Nous partons au départ du carré de 3 sur 3
qui sera la base de notre démonstration.  la bande rajoutée comporte

2(2n+3)+2(2n+1)cases,

elle a donc une aire paire et remplissable.

Rectanglede ¥ (2x(2n+1)+2x2n+ 3)

cases d'une couleur et n+1 d’'une autre.

Un carré d’'aire impaire possede toujours n  EEEEEEEE
Ici B
cases noires et 4 cases blanches.
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Si on enléve une case noire du carré de Surfaces latérales de cubes
dimension 3, celui-ci devient remplissable. A B
Comme la bande est remplissable, le carré de

5 x 5 devient remplissable.

Il convient maintenant d’observer les cas ou
on enléve 1 case noire de la bande rajoutée.

_ _ C D
Il'y a alors 2 cas : une case noire d’'un coin,

ou une case noire de milieu de segment. En observant que la figure ci-dessus devenait
remplissable si AB et CD se retrouvaient-col
1e cas: On peut diviser la figure en deux paiés bord a bord, nous nous sommes demandé
ties. ce qui arriverait si nous pouvions tordre le
plan de maniére a remplir des figures d aire
' B paire non remplissables dans le plan.

C’est ainsi que nous avons commenceé a étu
dier le pavage, par des domingans de la
surface latérale d’un cube de longueur d’aréte
impaire (pour fixer les idées prenons 3). Pour

1 bande de 2 dominos (partie remplissable) cela on réalise plusieurs “patrons’ du cube,

1 rectangle de (2R 2 n + 1) a aire paire, (ici(un patron est une disposition a plat du cube).

rectangle de 4 x 5) remplissable. Grace a un patron on peut remonter le cube.

Il existe 12 patrons différents, certains sont
Les 2 parties sont remplissables, le carré remplissables d’autres pas.
tronqué estamplissable.

1 cas:

2mecas: Méme méthode.
ﬁ 3 faces avec 5 noires et 4 blanches
3 faces avec 5 blanches et 4 noires
2 bandes de longueur paire donc remplis- |l y a autant de blanches que de noires, les
sables. carrés forment un rectangle remplissable.
1 rectangle de (2R 2 n + 1) a aire paire, (iciDoncle pation est emplissable.
rectangle de 4 5) remplissable.
2¢mecas :
Les 2 parties sont remplissables, le carré
tronqué estamplissable.

La méthode est la méme pour les autres car

rés.

Théoreme Un carré d’aire impaire tronqué 4 faces a 5 blanches et 4 noires

d une case de la couleur la plus représentée 2 faces a 5 noires et 4 blanches

est remplissable. Il y a plus de case blanches que de noues,

patron est nonemplissable
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Pour I'instant I’ étude de ces cas n"arien escaliers et triminos.

apporté de trés concluant, de plus nous nous

heurtons a des problemes de temps et de * Le plus petit escalier est I'escalier de 2,
logique. En effet, une fois “remonté”, le c’est en fait un trimino en “L”, il est donc
patron donne 1 cube ou 2 faces de méme coamplissable.
leur se touchent obligatoirement.

“Espaces larges”

Apres avoir observé des cas de remplissage a
“petite échelle”, on peut se demander ce quiL’escalier de 3, lui, est un escalier de 2
se passe a “grande échelle”. auquel on goute une marche de 3 carreaux,
un trimino droit. Lescalier de 3 est donc rem
Les espaces larges seraient des formes trés plissable.
vastes et trés complexes dont le remplissage

serait & premiére vue tres complexe.

[NDLC : un petit bout de l'original, merci le
scanner ]

* | ’escalier de 4 est alors 1 escalierde 3 + 1
trimino + 1 mino. Il n’est donc pas remplis
sable.

- /,n&!\ ﬂm& A.MMWM s & MVIPZ
Al _canvenir Aeridousie &fza 1 . . .
dmmm umm&m L’escalier de 5 est remplissable :
_«ezmmm¥m do. blse ?0\/"4 b

_ Ae brewea_. dmcmma aru_zaamﬂwe.

e S

les triminos
lls existent sous deux formes : * L’escalier de 6 est un escalier de 5 auquel
on ajoute 2 triminos.’'escalier de 6 est rem
plissable.
ou * Pour |'escalier de 7 le probléme est le

méme que pour celui de 4 : 2 triminos ajoutés
+ 1 mino. Cet escalier n’est pas remplissable.
Nous avons surtout étudié le pavage des-esca

liers par les triminos. Et ainsi de suite ...
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Par conséquent, les escaliers de base r Coloration des cases.

avec r =3n+4 (nentier) ne sont pas

remplissables par des triminos. Par cong Colorer en “damier” : 2 cases voisines qui se

tous les autes le sont. touchent par un cété sont de couleurs diffé-
rentes.

Voila, ainsi s’achéve une année de recherche

difficile mais 6 combien intéressante ; malgfnoncer le résultat sous forme de :

le froid, la faim, la diéte, la perte de 50 % des

effectifs en cours de route, nous avons essaféoréme : “Une figure (un polymino) n’'est

de traiter au mieux notre sujet. remplissable que s’il y a autant de cases
noires que de cases blanches.”

Nous espérons ne pas avoir endormi ou

réveillé les pauvres lecteurs et souhaitons bon et

courage, ils en auront besoin, aux futurs <her

cheurs de MAh.en.JEANS. remagque : Cette condition nécessaire n’'est
pas sufisante.

Enfin, la moitié du groupe vous donne ren-

dez-vous I’ année prochaine (?) ; pour Carréimpair moins une case.

d’autres, qui espérent avoir leur Bac, I'aven

ture s'acheve, apres bien des péripéties.  Vous montrez essentiellement que les carrés
3 x 3 etbx 5 sont remplissables. Il faut :
— Soit montrer que le passage 3 a 5 se-géné
ralise et permet de passerde2n+l1a2n+3,
— soit faire directement une démonstration
valable dans le cas général.

Patrons de cube.

Il me semblait que vous aviez propose la
conjecture suivante :

“Un patron de cube (de c6té > 1) est pavable
si et seulement si il a autant de cases noires
gue de blanches”.

Conjecture qui s’étendra aux “espaces

guelgues commentaires du chercheur ... larges”.

dont certains ont été suivis dfet, mais pas

tous : Espaces larges.

Pavage de carrés,actangles. On peut définir la largeur d’un polymino

comme la longueur du plus petit segment
Faire “plus court” en traitant les rectangles reliant deux points de I'extérieur (a préciser).
(plus généraux que les carrés). Rédiger plus Un espace “large” est un polymino dont la
rapidement : largeur est= a une certaine valeur
— Les 2 dimensions sont impaires d’ou le
nombre de cas est impaifou impossibilité. Cette partie du travail a été effectuée par
— Une (au moins) des 2 dimensions est [l'autre groupe [NDLC : dont nous n‘avons pas
paire. Montrer que I’on peut couvrir chaque d'écrit] ; le groupe qui rédige ici ne s'est pas
“bande” paire, donc tout le rectangle. vraiment approprié ce travail.
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