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" - sujet ppposé :
I Inflnl L'infini. L'infiniment grand et I'infiniment
petit. Histoire et histoired.a continuité oy

par Thierry Guilard (TC), Monique Li (1°S)||es continuitésLe continu, le transfini.
et Seng Loc Thap (1°S), éléves au lycée

Racine (jumelage entre le lycée Racine de

Paris et le lycée Jean Jaures géiteuil, en De temps en temps, dans un cours de math, il

1989-1990%) arrive qu'un éleve curieux pose la question
interdite : « Mais, c'est quoi I'Infini ? ».

enseignants : Pierre Audin, Rengil\ét
Alors le professeyravi, lui répond : « C'est

chercheur : Pierre Duchet, CNRS Dieu ! ». Rien de tel pour alimenter cette
curiosité naissante et I'éléeve, aussitét, part a
[* NDLR : la découverte d'un domaine encore peu

ce texte est une production de I'an 1 de approfondi.ll rencontre bientét un vieux sage
MATh.en.JEANS ; il a été question de le qui lui pose la question suivante :

publier danSfangentemais il a été égaré, et il

a finalement été retrouvé — du moins une « Un h6tel au nombre de chambres fini
photocopie. Les participants du colloque affiche complet ; un voyageur arrive et sou-
“Vivre les mathématiques autrement” de haiterait en obtenir une, mais I'hételier ne
'lUFM de Reims, 27 mai 1993, ont pu dispgeut que le renvoyer gentime@te voyageur
ser d'un premier tirage de ce texte. Il nous continue sa route et arrive devant un autre
semble naturel que les pionniersde hoétel qui afiche lui aussi complefoutefois
MATh.en.JEANS soient tout de méme cet établissement comprend un nombre infini
publiés eux aussi, méme s'ils n'ont pas pade chambres. Peut-il convaincre I'hotelier de
cipé au congres de Polytechnique.] lui donner une chambre ? ».

L'éleve réfléchit et conclut.
détruisons les préjugés

A vue de nez, les ensembles de nombres sont
différents. lls ne contiendraient donc pas le
méme nombre d'éléments. Or il Savére que
certains ensembles ont le méme nombre
d'éléments. Etudions par exemple I'ensemble
des entiers naturels N et |'ensemble des
entiers relatifsZ. On pourrait croire que I'en
semble des entiers relatifs, contenant, en plus
des nombres positifs, des nombres négatifs,
serait plus grand que I'ensemble des entiers
naturels ... O ! Stupeur ! ... Ils contiennent le
méme nombre d'éléments !

En efet, considérond et Z ; pour démontrer
gu'ils sont équivalents, il faut et il $fque
['on trouve une bijection entre eux, c'est-a
dire que chaque élément Besoit en corres
pondance avec chaque élémentZdet réct
proquement.
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Choisissons la fonction f(n), pour tout n
appartenant Al.

Pour n pairf(n) = n/2,
Pour n impairf(n) = (- n - 1)/2.

Définissons la fonction inverse pour tout q
deZ:
SiqOd z+*, f-1(q) = 2q = n pair
SiqOd z-* f1(q) = -2g-1 = n impair
A 0 faisons correspondre 0.

Ainsi, nous avons défini une relation ente

et N. Par cette relation, chaque nNea une _

image par f dang et chaque image de f a uri

seul antécédent dans N. Simplifions les

choses : chaque élément Me est relié & un On commence par nhuméroter /1, puis 1/2.

€lément d&Z et réciproquement. On numérote ensuite les points d'une méme
diagonale paralléle a I&™bissectrice.

Nous arrivons donc a la surprenante conclu

sion que N et Z contiennent le méme [ Sil'on arrive a un point de la forme y/1, on

nombre d'éléments &t et Z que I'on croyait passe ensuite au point (y+1)/1 et I'on recom

différents sont en réalité équivalents. mence a numeéroter les points d'une méme
diagonale parrallele a la®bissectrice.

Mais ne nous arrétons pas sur notre lancée !

Il existe aussi une correspondance edtet [1 Sil'on arrive a un point de la forme 1/x, on

Q cependant elle est un peu plus difficile a passe ensuite au point 1/(x+1) et I'on recom

trouver En effet, Q a des nombres qui mence a nhuméroter les points d'une méme

reviennent a cause des fractions réductibles, diagonale parralleéle a la®bissectrice.

par exemple 2, 4/2, 8/4, ... Aussi, pour facili

ter notre tache, nous avons préféré n'étudier [0 Et ainsi de suite.

gue les fractions irréductibles. La démonstra

tion éant assez longue, nous préférons vous A chaque élément de Z+* on fait corres-

donner le raisonnement en gros. pondre un élément d®@** unique.Tout élé
ment de Q** est numéroté. Donc a chaque

Considérons Z et Q (entiers rationnels).
Soient deux demi-droites [Q) et [O, y) for
mant un repére a coordonnées entiéres.

élément deQ** on fait correspondre un élé
ment unique d&**. On a alors une bijection
entreQ** et Z**.

A chaque point de coordonnées (X, y) correous pouvons visualiser cette correspoRrdan
pond une fraction rationnelle de la forme y/xe grace au dessin ci-dessus, qui, avouons-le,
Les points sur les axes du repére ne sont pasis a été sofié par l'illustre Cantor
numérotésOn numérote les points du repere

en utilisant des entiers naturels dans I'ordre De la méme maniére, on obtient une bijection
croissant. entreQ* et Z—*.

A chaque fois que I'on numérote M\(xyy) A O appartenant a I'ensemil@ on fait cor
on supprime les autres points de la demi-droespondre 0 appartenant a I'ensenable

te [O, M).On supprime ainsi toutes les frac

tions réductibles équivalentes g/xy; . On a donc établi une bijection ent@eetZ.
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A la poursuite de nos découvertes dans cattembres et points, ou s'arréte la tirence

jungle d'inattendu, quelle ne fut pas notre sur

prise de découvrir qu'un intervalle ouvert, Si I'on considére deux segments de méme

c'est-a-dire une droite, a le méme infini qu'urature et de méme longuetrest facile d'af

segment borné. firmer qu'ils contiennent chacun le méme
nombre de points d'ou la méme infinité de

Ce probléeme se résume a celui de I'hétel au points et de conclure gu'ils ont les mémes

nombre de chambres infilMais pour mieux infinis.

comprendre, il n'y a rien de tel qu'un exemple

concret, des cHifes enfin ! Approfondissons le probléme et prenons
deux segments de méme nature mais cette

Considérons ]0,1fin intervalle ouvert et [0,1[fois-ci de longueurs différentesNous nous

un intervalle semi-ouvert. Envisageons la apercevons, aprés examen et avec étonne-

suite u, = 1/2" avec n = 1 puis €établissons ment, que la encore ils ont tous les deux le

une bijection entre ]0,Ht [0,1[en distinguant méme nombre de points donc le méme infini.

d'une part les termes de la suijget d'autre

part tous les nombres restants : Il est possible de démontrer ce résultat par
homothétie mais aussi par projection, métho

— au premier terme de (), c'est-a-dire 1/2, de utilisée ci-dessous :

faisons correspondre 0, au second terme,

c'est-a-dire 1/4, faisons correspondre 1/2 et

ainsi de suite reportons chaque élément de

l'intervalle [0,1] ;

— les nombres restants ont pour images et
mémes.

Ainsi, chaque élément est relié a un autre él
ment.

En tous cas, c'est en raisonnant de cette

maniére que I'éleve a pu fournir une répon:

fort simple au sage a propos du Probleme

['hétel.Etvous, |'avez-vous trouvée ? ...

Vous donnez votre langue au chat. Tracons deux segments (a et b) de longueurs
différentes.

Réfléchissez encore un peu et pour les parti

sans du moindre effort voici un indice : Projetons sur d tous les points de a tels que

l'intervalle ]0,1[ représente I'hotel infini, Fin M’ soit le projeté de M suivant la directidn

tervalle [0,1] représente I'nétel mais avec le

voyageur en plus. Puis projetons tous les points de d sur le seg
ment b tel que M" soit le projeté de M' sui
\Vous y étes ? vant la directior\'.

Il suffit de déplacer le locataire de la chambw&insi tous les points de a ont été projetés sur
0 a la chambre 1/2 puis de déplacer le loeatdiet composent d puis de d tous les points ont
re de la chambre 1/2 dans la chambre 1/4été projetés sur b et composent b.

ainsi de suite sans oublier de donner la

chambre 0 au voyageur fourbu et avide de Nous obtenons bien le méme nombre de
repos, qui n'attendait que ca. points sur a que sur b.
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Vous pensez bien qu'apres tout ce que nou

page 120

s D'aprés ce que nous avons vu, il est possible

avions découvert nous ne nous arréterions plesdire qu'il existe (au moins) deux “types’

|a, et comme vous vous en étes siremen
doutés nous avons établi d'autres bijection

t d'infini ;
S

comme celle entre deux segments de nature — d'une part, celui dans lequel il est possible

différente.

de faire des calculs, celui qui peut étre formé
par exemple par |'addition d'une infinité de

Pour cette démonstration, nous avons besténmes et que I'on qualifie de dénombrable ;
de nous référer ala bijection entre ]0,1] et

[0,1] développée plus haut. En effet, assimi
lons les segments aux intervalles.

— d'autre part, celui qui est une grandeur
indénombrable et que nous ne pouvons gu'en
visager

Si nous voulons établir une bijection entre un

segment ouvert et un segment fermé, tou

s D'ou lelien qui rapproche I'infini mathéma-

deux de longueurs différentes, il suffit de tique de I'infini philosophique dans lequel
montrer que deux segments bien que de la®tte notion d'infini rejoint celle de la religion

gueurs différentes contiennent la méme infi
nité de points comme cela a été démont

a savoir I'Absolu, Dieu en effet, depuis tou
ré paurs l'infini ...

les projections puis d'utiliser justement cette

démonstration sur les intervalles ]0,1] et

en établissant d'abord une bijection entre un
segment ouvert et un segment semi-ouvert

[0,1] Thierry Guilard,
Monique Li,

Seng Loc Thap.

puis d'établir une seconde bijection entre un
segment semi-ouvert et un segment fermé. [NDLR : en annexe, page suivante, une

Ainsi, par une synthése de deux démonstra-

démonstration originale de la divergence de
la série harmonique, c'est-a-dire la somme

tions nous pouvons en tirer une troisieme todees inverses des entiers positifs non nuls :

aussi étonnante.

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13

Nous vous proposons une démonstration
tres simpliste de la bijection entre un s

exemple la courbe représentative de la
fonction Arctangente :

Considérons une droite A et le segment
]-1v2, Tv2[. Projetons tous les points dg
sur la courbe représentative de la fons
Arctangente puis projetons tous les po
de cette courbe sur le segment/; 2]
et nous obtenons facilement une bijection
entre un segment ouvert et une droite.

Bien entendu, en prolongeant cette me
de et toutes celles vues précédemment
I'obtention d'une bijection entre un seg-
ment semi-ouvert et une droite ou d'une
bijection entre un segment fermé et une
droite n'est plus tres figile a trouver

ment et une droitd2our cela, utilisons par

[NDLR : la démonstration classique consiste
a grouper les termes a partir de 1/3 par
paquets de plus en plus gros : le premier
paquet contient deux termes de 1/3 a 1/4, tous
deux minorés par 1/4, le deuxieme paquet
contient quatre termes de 1/5 a 1/8, tous
guatre minorés par 1/8, le troisiéme paguet
tior?o_ntient huit termes de 1/9 a 1_/16, tous huit
mtgmnorés par 1/16, le quatriéme paquet
contient seize termes de 1/17 a 1/32, tous
seize minorés par 1/32, et ainsi de suite.
Chaque paquet est ainsi minoré par 2/4, 4/8,
8/16, 16/32, etc, c'est-a-dire a chaque fois par
1/2.Lentement mais sirement, la série har-
monique divege, car elle est minorée par :

€9

tho

1,1,2,4,8 .16,  cestadi
1 2 4 8 16 32

1414141,

11414
1 2 2 2 2 2
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Soit la suite (u,) définie par u, = 1/n, avec [NDLR : voici deux exemples numériques
n O N*. Soit S, la somme des termes de des calculs ééctués ci-contre :]

() S, = (1) + (1/2) + (L3) + (L/4) + (1/5) UL o)
+ (1/6) + (L/7) + ... + (Lin). On s'intéresse a (2 WA HUOHUD+UB) (O (1/10)

la somme de termes dg tels que :
10P+ 1< n<10P+1, avec @ N.

Pour tout n O N*, onan+ 1 > n, et donc
(2/(n+1)) < (1/n). Ainsi :

1 + 1 + ...+ 1

100+ 1 100+ 2 217
(10° termes)
> 1 + 1 + ...+ 1
2.1 2.1 2.1
(10° termes)
> 100 1 > 1
2.1 2

de méme :

1 + 1 +...+ 1 > 1
3.100+ 1 3.10+ 2 4.1 4

1 + 1 +...+ 1 > 1
410+ 1 410+ 2 5107 5

1 + 1 +...+ 1 > 1
710+ 1 7.10+ 2 8.1 8
donc :

1 + 1 + ...+ 1
10°P+1 10+2 100+1
> 1+ 1+ 1+ 1=1,075>1

2 4 5 8

Comme p décrit N, il existe une infinité de
sommes de termes de,(telles que
10°P+1< n <10°+1.

Toutes ces sommes de termes de (u,,) sont
drictement supérieures a 1. S;, est donc cal-
culée comme somme de “groupements de
termes dont la somme est strictement supé-
rieure a 1”.

La suite § tend donc vers l'infini.

Thierry Guilard

(1/2)+0+(1/4)+(1/5)+0+0+(1/8)+0+0
(1/2)+(1/4)+(1/§)+(1/8):1,075>1
et

(1/11)+(1/12)+(1/13)+(1/14)+(1/15)
+(1/16)+(1/17)+(1/18)+(1/19)+(1/20)

+(1/21)+(1/22)+(1/23)+(1/24)+(1/25)
+(1/26)+(1/27)+(1/28)+(1/29)+(1/30)

+(1/31)+(1/32)+(1/33)+(1/34)+(1/35)
+(1/36)+(1/37)+(1/38)+(1/39)+(1/40)

+(1/41)+(1/42)+(1/43)+(1/44)+(1/45)
+(1/46)+(1/47)+(1/48)+(1/49)+(1/50)

+(1/51)+(1/52)+(1/53)+(1/54)+(1/55)
+(1/56)+(1/57)+(1/58)+(1/59)+(1/60)

+(1/61)+(1/62)+(1/63)+(1/64)+(1/65)
+(1/66)+(1/67)+(1/68)+(1/69)+(1/70)

+(L/T1)+(LI72)+(1/73)+(1/74)+(1/75)
+(1/76)+(1/77)+(1/78)+(1/79)+(1/80)

+(1/81)+(1/82)+(1/83)+(1/84)+(1/85)
+(1/86)+(1/87)+(1/88)+(1/89)+(1/90)

+(1/91)+(1/92)+(1/93)+(1/94)+(1/95)
+(1/96)+(1/97)+(1/98)+(1/99)+(1/100)

>

(1/20)+(1/20)+(1/20)+(1/20)+(1/20)
+(1/20)+(1/20)+(1/20)+(1/20)+(1/20)

+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0

+(1/40)+(1/40)+(1/40)+(1/40)+(1/40)
+(1/40)+(1/40)+(1/40)+(1/40)+(1/40)

+(1/50)+(1/50)+(1/50)+(1/50)+(1/50)
+(1/50)+(1/50)+(1/50)+(1/50)+(1/50)

+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0

+(1/80)+(1/80)+(1/80)+(1/80)+(1/80)
+(1/80)+(1/80)+(1/80)+(1/80)+(1/80)

+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0

= (10/20)+(10/40)+(10/50)+(10/80)
= (1/2)+(1/4)+(1/5)+(1/8) = 1,075 > 1
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