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Les brenoms sont des choses [NDLC : cest
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Qu’est-ce qu’'un brenom ?
Un brenom est composé d’ une infinité de
chiffres débutant a droite et se poursuivant
vers la gauche.
Exemple :...1257305895.
L’'addition des brenoms
Elle se fait comme une addition normale.
Exemple :

...256289

... 476123+

...732412

Tout brenom a un opposéc’est a dire qu'un
brenom peut toujours étre gjouté a un autre

clair ¢a, des choses ...] qui généralisent les brenom pour que leur somme soit ...0.
nombres entiers ordinaires (un nombre entier
est une successidimie de chifres, un mor Exemple :

ceau de brenom), et qui peuvent donc nous
fournir de nouveaux outils. Les brenoms en
base différente de 10, appelé les nombres

...36925
...63075+
...00000

p-adiques, sont beaucoup étudiés ; ils permet
tent, entre autres, de comprendre des propii@ soustraction des brenoms
tés des nombres entiers ordinaires et de-fabri

guer des codes secrets.

Un brenom est une succession illimitée de

chiffres écrite de droite a gauche. Exemple

...562951413

Elle peut se faire normalement, mais,
surprise on peut gectuer :

...2396
... [485-
491

On peut additionner et multiplier les brenontS’est possible car un brenom a une infinité de
de la maniére habituelle, puisque ces opéra- chiffres, donc on peut avoir une infinité de
tions (sur les nombres) se font de droite a retenues. La soustraction étant toujours pos-
gauche. Wus remarquerez que la multiplicasible, on n'a pas besoin de brenoms négatifs.
tion habituelle des nombres (avec une suite
illimitée — a droite — de décimales) est pluslultiplication des brenoms
difficile a efectuer :
Elle se fait comme une multiplication norma
3,14159265..% 3,14159265... = ??? le. Exemple :

...1634
Sujet deecheche poposé : .25

...8170
existe-t-il des brenoms qui, multipliés par ...3268
eux-mémes, ne changentpas?  _.....

...... 50 [1]
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Peut-on touver un benom tel que:x2=x? Les brenoms ..b00 et ...b20000 sont
€égaux, donc se terminent par les mémes

[NDLR : I'écriture »2 représente le résultat dehiffres, b doit donc étre égal a 0.

la multiplication de x par x et s appelle le

carré de x] De méme, tous les chiffres suivants seront
des 0, donc le brenom égal a son carré et
OUl, il en existe 4 | commencant par 0 est ...000.

[NDLR : Théoréme Il exige exactement 4 b) Pour le brenom commencant a droite par 1

brenoms tels que 2% x.] nous avons cherché quel chiffre a pourrait
convenir apres 1.

Ces brenoms peuvent commencer a droite

par ... ...al
L.alx
O car 0x 0 = 0 et O se termine par le méme .. al
chiffre que 0. ..(@ a
lcarlx1=1et1l se termine par le méme
chiffre que 1. ... (82 (2a)1
5 car 5x 5 = 25 et 25 se termine par le méme
chiffre que 5. Les brenoms ..a 1 et ...(2a) 1 sont égaux,
6 car 6x 6 = 36 et 36 se termine par le mém#onc 2a doit se terminer comme a, ce qui
chiffre que 6. implique : a = 0.

Comment avons-nous fait pour les trouver ?De méme, le chife suivant, b, doit se termi
ner comme 2b, ce qui implique b = 0. Onro

a) Pour le brenom commencant par O : noc&de de méme pour les chiffres suivants.

avons cherché quel chiffre pouvait convenir Ainsi & chaque fois on obtient un 0 de plus et

apres 0. le brenom égal a son carré et commencant par
1lest..001. [3]

...a0
..a0x c) Pour le brenom commencant a droite par 5,
... 00 nous avons cherché quel chiffre a pourrait
...(@0 convenir apreés 5.
[2]
... (@00 ...ab
..a5%
Les brenoms ... a0 et ... a200 sont égaux, ... (bat+2)5
donc se terminent par les mémes fobd, a ...(8+) 5a0
doit donc étre égal a 0.
... (8% (10a+2)5
Ensuite, nous avons cherché quelfohipou
vait convenir aprées 0 0. Pour que ces brenoms soient égaux, 10 a + 2
doit se terminer par a. Or 10 a se termine par
...b0O0 0 donc 10 a + 2 se termine par 2. Ceci
..b00% implique : a = 2. Nous remarquons que 2 est
...000 le chiffre quivientapréss dans25, carrédeb.
000 Pour trouver le chife suivant, b, nous avons
...(0Y)00 fait des multiplications par paquets, en tenant
compte du fait que b est le chiffre des cen-

...(0») 0000 taines :
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Nous pouvons donc poser la multiplication :[Les propriétés énoncées dans les conclusions
1 et 2 garantissent que le théoréme énoncé

...b25 plus haut est correct.]
... b 25x%
.. 625 Notes des Editeurs
... (Bb)0 00
...(bd) 0 000 [1] Dans le texte original, on ne trouve pas
trace du fait qu’une multiplication de bre-
...(02*)(5b) 6 25 noms nécessite une infinité d’additions. Nous

avons systématiquement gjouté une ligne de

Nous devons donc choisir b = 6 pour que cpsints (...) aux diagrammes de multiplication.

brenoms soient égaux. En continuant de

méme, nous avons constaté la régle suivan{®] La notation (a?) signifie que I’on ne
retient de dque le dernier chiife. De manie

Regle pour trouver le n-ieme chiffre du re plus générale, la notation (expression+)

brenom: on calcule le carré du brenom a n-dans le diagramme d’ une opération sur des

chiffres [NDLR : c’est-a-dire le carré du brenoms signifie que I'on f&fctue d’abord le

nombe, formé avec les n-1 chiffres déja calcul de I'expression, que I'on ajoute ensuite

obtenus.] ; le e chiffre du résultat est alorsa ce résultat |’ éventuelle retenue qui peut

le chiffre cherché. exister du fait des calculs des ¢tek précé
dents, et enfin, que l'on retient le dngf des

Un programme en Pascal nous a alors perraistés. Ce procédé de notation a €té mis en

d’obtenir le brenom cherché. (voir annexe 1place lors d’'une discussion entre le chercheur
et les éleves.

d) Nous avons travaillé de méme pour trou-

ver le brenom commencant a droite par 6. [3] Le raisonnement fait ici prouve seule-

Nous avons obtenu la régle suivante : ment que s’il existe un brenom commencant
par 1 et égal a son carré, ce ne peut étre que

Regle pour trouver le n-ieme chiffre du ...0001= 1. Il conviendrait de vérifier que le

brenom: on calcule le carré du brenom a n-irenom 1 est bien égal a son carré. Le méme

chiffres [NDLR : c’est-a-dire le carré du type de remarque vaut pour d’autres résultats

nombe, formé avec les n-1 chiffres déja de I'article. Les enseignants et le chercheur

obtenus.] ; on prend le complément 4 10 du n’ont pas estimé utile, a ce niveau-la de dis

néme chiffre obtenu, c’est le cHife cherché.  cuter avec les éléves de ce probleme de
démonstration.

Un programme Pascal nous a alors permis de

trouver le brenom cherché. (voir annexe 2).

Conclusionl [Sous réserve que les régles
précédentes soient complétement démon-
trées.]

Il n"existe pas plus de 4 brenoms qui ne ehan
gent pas quand on les multiplie par eux-
mémes : il s’agit des brenoms 0, 1 et de ceux
obtenus par les régles.

Conclusion 2 [Aprés avoir vé&rifié que les
brenoms 0, 1 et ceux obtenus par les régles
sont efectivement égaux a leurs carrés.]

Il existe 4 brenoms tels qué x x.
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Annexe 2
Annexe 1 Brenom se terminant par 6 et vérifianfx x.
Brenom se terminant par 5 et vérifiant x Xx.

76

25 5776
625 376
625 141376
390625 9376
0625 87909376
390625 09376
90625 87909376
821890625 109376
890625 11963109376
793212890625 7109376
2890625 50543227109376
8355712890625 87109376
12890625 7588043387109376
166168212890625 787109376
212890625 619541169787109376
45322418212890625 1787109376
8212890625 3193759921787109376
67451572418212890625 81787109376
18212890625 6689131260081787109376
331709384918212890625 081787109376
918212890625 6689131260081787109376
843114912509918212890625 0081787109376
9918212890625 6689131260081787109376
98370946943759918212890625 40081787109376
59918212890625 1606549657881340081787109376
3590192236006259918212890625 740081787109376
259918212890625 547721051611007740081787109376
67557477392256259918212890625 3740081787109376
6259918212890625 13988211774267263740081787109376
39186576032079756259918212890625 43740081787109376
56259918212890625 1913194754743017343740081787109376
3165178397321142256259918212890625 743740081787109376
256259918212890625 553149309256696143743740081787109376
65669145682477392256259918212890625 7743740081787109376
2256259918212890625 59965510454276227407743740081787109376
5090708818534039892256259918212890625 07743740081787109376
92256259918212890625 59965510454276227407743740081787109376
8511217494096854352392256259918212890625 607743740081787109376
392256259918212890625 369352453608598807478607743740081787109376
153864973445024588727392256259918212890625 2607743740081787109376
7392256259918212890625 6800327413935747244982607743740081787109376
54645452612300005057477392256259918212890625 22607743740081787109376
77392256259918212890625 511110077017207231620022607743740081787109376
5989561329000849809744977392256259918212890625 022607743740081787109376
977392256259918212890625 511110077017207231620022607743740081787109376
955295622596853633012869977392256259918212890625 0022607743740081787109376
9977392256259918212890625 511110077017207231620022607743740081787109376
99548356235275381465044119977392256259918212890625 80022607743740081787109376
19977392256259918212890625 6403617750108490103144731780022607743740081787109376
399096201360473745722856619977392256259918212890625 380022607743740081787109376
619977392256259918212890625 144417182396352539175410357380022607743740081787109376
384371966908872375601191606619977392256259918212890625 3380022607743740081787109376
6619977392256259918212890625 11424552828858793029898066613380022607743740081787109376
43824100673983991394155879106619977392256259918212890625 93380022607743740081787109376
06619977392256259918212890625 8719828622222732007751577754293380022607743740081787109376
43824100673983991394155879106619977392256259918212890625 893380022607743740081787109376
106619977392256259918212890625 798127864794612716138610952755893380022607743740081787109376

11367819579125235975036734004106619977392256259918212890625 5893380022607743740081787109376
4106619977392256259918212890625 34731928090872050116956482046515893380022607743740081787109376
16864327638717175315320739859004106619977392256259918212890625

...04106619977392256259918212890625 ...95893380022607743740081787109376

[NDLC : dans chaque colonne, on trouve sur une ligne le brenom, sur la ligne suivante, son carré, sur la ligne
suivante, le brenom calculé avec un chiffre de plus, sur la ligne suivante, son carré, sur la ligne suivante, etc ...]
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L’'activité de I'un des colléges fut guidée par Fiche n°2
des fiches de travail. En voici quelques unes :

LES BRENOMS piste A

Fiche n°1
Calcule : Livis a trouvé un “truc” pour connaitre les chiffres de x tel
- 5432 - 5432 - 5432 gue Xxx X=X avec x commengcant par 5.
+..56 78 - .. 6341 x .. 1111 L. B R
1- Décrivez précisément ce “truc”.
Compléte 2- Calculer “a la main” la multiplication ci-dessous :
.5 432 .. 5432 3 5
ro X x 3 5
0 00O 0 00O
5 x 5 =
30 x 5 =
Calcule : 5 x 30 =
30 x 30 =
1 1 4 2
x 1 1 x| 4 x 2 . A N
Puis calculez, sur le méme modéle, 152, 252, 452, ..., 952,
Pouvez-vous expliquer pourquoi tous ces produits se-termi
2345 1357 nent forcément par 25
x ...2 3 45 x ...1357

Bon courage ! 3- Sur le méme modéle calculer 72525 en sachant que
725=700+ 20+ 5. Calculer de méme 1252, 2252,
Commentaires de I’enseignant sur la fiche 323, ..., 922 et expliquer pourquoi tous ces produit se ter
n°l (17 novembre 1992) : minent toujours par 625.

Les éléves ont vite glissé sur les additions et LES BRENOMS piste B

soustractions pour s attaquer au probléme

x xX =X. lls ontignoré les solutions O et 1 etous avez trouvé de nombreux chiffres d’'un brenom y-com
ont vite cherché un brenom commencant pagncant par 6 et tel quexy =y.

5, d’abord avec la calculatrigguis je leur ai En revenant en arriére, et, peut-étre en s'inspirant de la piste
appris a multiplier par paquet et aingd il ont A, essayez de trouver le truc qui permet de trouver les

trouvé que : ..8212890625 chiffres de y, 1 par 1.
x . 82128 906 25

.. 82128906 25

Au cours de cette recherche, faite d’abord au
hasard, I'un deux a eu I'idée que pour trouver
le chiffre précédent il suffisait de prendre le
chiffre précédent dans le produit des nom-
bres. Exemple 625 = 390625. Donc 0 sera
le chiffre précédent.
Actuellement un éleve espére que la solution
est périodique a 10 chiés et calcule
(8212890625821289062%)
Parallelement, un autre éléve a exploré le bre
nom [solution possible dexx = x] commen
cant par 6 et a déja trouvé 8 ¢tek. Ils sont
en train de rédiger desfighes. Sur mon invi
tation, ils ont (un peu) exploré la somme de 2
brenoms périodiques (période a n chiffres +
période a p chiifes).
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les brenoms
en questions

Donc...002: ...007=...714286.

Si nous faisons a la calculatrice 2 : 7, nous
obtenons 0,28571428, un nombre dont les
décimales ont pour période 285714. Or :

Quelques sujets de réflexion, présentés par ...285714
Pierre Duchet, a partir de textes de synthése ..714286+
écrits par les collégien(ne)s au cours de leur ...000000=

recherche. Ces questions peuvent servir de
point de départ pour des activités de
recherche intéressantes permettant des
apprentissages numériques, logiques et algé-
briques importants (abordables dés la 6™,
utiles en terminale et au dela).

Quelles divisions sont possibles
chez les brenoms ?

Nous avons constaté cela sur plusieurs autres
résultats de division, mais nous ne savons pas
I'expliquer.

1 a t-il plusieurs racines carrées ?
Nous cherchons les brenoms x tels que

X x X = 1, autrement dit les brenoms dont le
carré est 1, les “racines carrées de 1” en

La division de brenoms se fait comme la mufjuelque sorte (nous écrivons 1 pour smpli-

tiplication a trous. Ainsi
...0007 |..0003

revient a faire
...0003
X ?
...0007

Certaines divisions sont impossibles, ainsi

fier 'écriture de ...0001).

[NDLR : Une écriture du type x x =1 est
une équationet améne la question : puis-je
remplacer x par quelque chose de mieux
connu pour que I’ équation soit juste ? Ces
objets mieux connus, s’il existent sont appe
Iés les solutions de I'équatioRésoude une
équation, c’est parvenir a connaitre toutes les
solutions d’'une équation. Notre probléme ici
est de résoudre I'équationxx x = 1 chez les

lorsque que le dividende est impair et le divibrenoms.]

seur pairExemple ...17: ...4 = 7.

Démonstration :
tous les multiples de 4 se terminent par un

Bien évidemment, il y a la solution

...0001x%x...0001=...0001=1

chiffre pair donc il est impossible de trouver

un brenom x tel que ..¥4x =...17.
Un curieux phénomené&

Nous avons remarqué que

...007

...7114286 %
.42
.. 56

.. 14

.. 28

07

9

Y en a-t-il dautres ? Si nous ne regardons
gue les premiers (de droite a gauche)fodsf
pour faire une table de multiplication de

... aX% ... a, nous voyons que 1 et 9 sont les
seuls premiers cHies possibles d’un brenom
dont le carré est 1.

Essayons avec:9

cherchons le 2¢m chiffre possible d'un bre-
nom x commencant (a droite) par 9 et tel que
X x x = 1. En regardant les deux premiers
chiffres des multiplications possibles, on
s’apercoit que le °2° chiffre ne peut étre que
4 ou 9.
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Premiée piste : le brenom périodique 18 d+ 24, donc de 18 ¢ 4, donc de 8 & 4.
... 99 9 semble étre une solution. Nous Si 8 d+ 4 se termine par O alorsd8se termi
avons prouvé que les 10 premiers fteg de ne par 9. C’est impossible : on voit qu’il n'y
la multiplication ...99 9 x ... 99 9 étaient a aucune solution a notre équation qui com-
bien 000000000 1. Nous navons pasmence par ..7 4 9.

encore réussi a prouver que les chiffres sui-

vants sont toujours des 0. Deuxiéme essai :

Conjectue 1:...9999x%...9999=1. ¢ = 2. En procédant comme ci-dessus, on
trouve que 8 d doit se terminer par 8. 1l y a

[NDLR : Une conjectue est une propriété deux brenoms possibles ...6 2 4 9 ou

gue I'on pense vraie, mais que I'on n'est pas1249.

parvenu a démontrer : on ne peut donc étre

certain que c’est vrai.] Conclusion :

Deuxiéme piste : poursuivons la recherche nous avons poursuivi nos explorations pour le
d’une solution du type .4 9. Appelons c le 5™ pour le 6™ chiffre, ... A chaque fois, il
troisiéme chiffre et effectuons la multiplica y a 2 valeurs possibles pour le ¢t@fcherché
tion (les retenues sont comptabilisées, mais ce qui conduit a deux essais pour le chiffre

seul le premier cHife, a droite, des nombressuivant, deux branches d’exploration. L'une
calculés nous intéresse : nous avons écrit des branches meurt : il n’y a aucune possibili
entre parenthéses le résultat des calculs ptaupour le chire suivant. lautre branche se
dire que ne n’en retenons que le premier poursuit pour donner naissance a deux autres

chiffre) : branches, dont I’ une, a son tour, va mourir,
...c45 etc ... Il semble donc finalement qu'il y ait
...C45% un brenom (et un seul) qui soit solution de
...(9c+4)4 1 notre équation x x =1, qui commence par
...... 96 9 et qui soit diférent de ...999, mais nous ne
(9¢) savons pas encore trouver tous sedrelsif
...(18c+14)01 = .9
Donc le nombre 18 ¢ + 14 doit se terminer \
par 0. Or 18 ¢ + 14 se termine par le mén .49 99
chiffre que 18 ¢ + 4, et 18 ¢ + 4 se termin a explorer
par le méme chife que 8 ¢ + 4. Si le nombre 249
8 ¢ + 4 se termine par 0, alors 8 c se termi 249 "',bl
par 6. 11 y a deux solutions 8 x 2 = 16 et Impossible
8 x 7 = 56 donc deux brenoms possibles 6249 1249
/ 2 \

Premier essai :

c = 7. Appelons d le chiffre suivant (c’est Conjectug 2 : Il y aun brenom et un seul
le 4*my. En calculant comme précédemment qui commence par 9 qui est différent de
le &mechiffre de ...999 et dont le carré est 1.

...d745x...d745, Il reste aussi bien sOr a explorer la question

de I’ existence d’une solution commencant
on trouve que c’est le dernier chiffre de par 1 et diférente de ..000 1.
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racine carréee

Existe-t-il un brenom qui, multiplié par lui-
méme, donne ...0001 ?

notes rédigés par Anne Mauvoisif;*@, cok
lege Nézant de Saint Brice sous Forét [durant
I'activité de recherche]

Il est impossible de poursuivre cette multipliSi on rajoute un 9, il y aura un 0 de plus au
cation : résultat ; [voild] pourquoi :

avec multiplications | 9|9 9 9
00 O0O0OOOTU O?11 par paquets
X .. 919 9 9

[NDLR : malgré la disposition opératoire, : 2 2 i g g ;*résu“atde 998 999

A il H résultatx 999 se termir
seul le résultat de la multiplication est donn e 99100 0} par trois 0 et 1
ici ; que signifie “poursuivre cette multiplica . 81000000

tion” ? il sagit de poursuivre I'écriture du

.8 0 0 0 1 - résultat de 900& 900C
brenom vers la gauche.]

Il est impossible de poursuivre cette multipliOn retrouvera toujours le résultat précédent,

cation : ici 998001. Il y aura donc toujours un 8. Le
2 51 résultat de 900& 999 se termine par trois 0
x 251 et 1.1l se trouve la deux fois8
001 1
1
Il est impossible de poursuivre cette multipli 10
cation :
499 [NDLC : c'est une
x 4909 note ? sur 10 ]
001
.0 001

x..0001

.0 001

1 et une infinité de zéros donnent bien
...00001 comme résultat.
.9 9 9 9 9

X .9 99 9 9

.0 0001

On trouvera toujours ...00001 avec une-infi
nité de zéros.
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