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FLASHES DE
GEOMETRIE

Conférence inaugurale d¥. Mar cel Berger
Directeur de I'lHES (Institut des Hautes
Etudes Scientifiques, Bag sur Vette)

Combien méchant peut étre un
convexe ?

ou

guel est le convexe le moins rond ?

Adaptation par Pierre Duchet & Charles
Payanavec le concours deierre Audin.

U n convexe, c'est que chose qui est tel que
guand on prend deux points dedans ...

(je fais tout dans le plan pour commencer).

« Vous verrez que pratiguement tous
les résultats que je vais citer ont 10
ans au maximumlls ont été résolus

le plus souvent par des techniques qu
venaient complétement d'ailleurs.
C'est assez inattendu. »

Chacun de ces flashes consistera a partir d
certain concept de la géométrie é émentaire,
facile a visualiserOn est conduit a des pro

Donc, un convexe c'est quel
gu'un qui est tel que, chaque
fois qu'on prend deux points
dedans, tout le segment qui
les joint est dedans.

4 .

// Vous avez la quelque chose
/// qui n'est pas convexe. Si
vous aimez les fractals alors

il faut quitter la salle parce

blémes qui possédent les caractéristiques sliie le convexe c'est typiquement un non-

vantes : fractal. La convexité c'est une sorte de garan
— certains sont non encore résolus aujour- tie, d'assurance, de contrdle : elle garantit que
d'hui. vous n'avez pas de trou, pas de creux, pas de

— certains n'ont été résolus que tout récegPndolement.

ment et ce par des techniques

- trés dificiles

- congues pour de toutes autres raisons
[NDLR : nous n‘avons retenu ici qu'un théme
celui de la rotondité des corps convexes. F
ce compte-rendu et |'article précedent de
C. Payan sur l'inversion, nous invitons a la
lecture de deux textes de vulgarisation de

Sur ces exemples du disgue et du carré, j'a

Marcel Beger récemment parus : mis en gras les parties de frontiére que je
Les corps convexes, La Recherche n°246 garde qui sont dans mon ensemble : les
(Sept. 1992), pp. 992-1000. autres parties de la frontiére, dessinées

Les placements de cercles Pour la Science  comme I'intérieur, ne sont pas dedans. Dans
n°176 (Juin 1992), pp. 72-79. Cet article-tye cas du carré on a des pépins en ce sens que

die notamment les deux autres probléma-

I'ensemble qui est |1a, ce carré, n'est pas

tiques abordees par M. B@r dans sa confé convexe si on a 6té des points de la frontiére.

rence .

Par contre, pour un disque pas de probleme :

- Les paquets de cercles ou : comment metgjigand on joint deux points on est toujours
une sphére en cage ? (Peut-on toujours mnsetrictement a l'intérieur
re une sphere dans un polyeédre de combimaur éviter ces subtilités, je décide que tous

toire imposée ?)

les convexes dont je parle contiennent leur

- Comment bien ingaller des points sur une frontiére (les mathématiciens appellent ¢a un

sphére ? (trous d'une balle de golf...)]

ensembldermé).
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lequel est le moinsond ?

I'ellipse de John-Loewner
et son agrandissement

3 exemples essentiels, Pemier critére:

Je vous dis : voila 3 exemples de convexe
Quelle est votre critique ? Il yena 6! Ca,
c'est typique des mathématiques : il y en a
ou 6 suivant le point de vue qu'on prend.

Une ellipse et un cetle ne sont que L'idée est d'encadrer le convexe entre deux

deux perspectives diérentes d'un  ronds semblables : le grossissement (en jar-
méme objet. gon le rapport d' homothétie) nécessaire pour

_ R o . passer d'une ellipse contenue dans C a une
Si vous étes un géometre sans regle gradugifpse contenant C est une maniére d'expri-

un géomeétre qui sache repérer les aligne- mer le “degré de méchanceté” de C.
ments, les proportions mais qui ne mesure
pas de distances, si vous faites ce qu'on
appelle en jargon de la Géométrie Affine,
alors vous ne ferez pas deféliEnce entre un £330
un disque et une ellipse pleine, entre un cai} SR
et un parallélogramme, entre un triangle éqt A

latéral et un triangle scaléne.

A

[l D'ailleurs, prenez des coordonnées Or_‘ peut trouver plans tout convexe une
’ ellipse d'aire maximum : une telle elipse

obliques : un parallélogramme, c'est un carre. , s i
o . .?X|ste(ce n'est pas tres tresfaiile), elle est
(les points a coordonnées entre 0 et 1). Faites

s R L s . unique (c'est un peu plus difficile : on peut
donc subir a un cercle, a un carré a un tri-

e ‘Y ) montrer que s'il y en avait deux, on pourrait
angle equilatéral des symétries obliques, o trouver une de surface un peu plus gran-

photographiez de biais un ballon, un CUbe---de).On I'appelle I'dlipse de John-L oewner

: . A (1940, 1948).
Comment juger du défaut d'étre C'est un théoréme trés important, qui a de

rond (d'étre une ellipse) ? nombreuses applications : programmation
Est-ce qu'un convexe est trés méchant, étant linéaire (solution d'un systéme d'inégalités
donné qu'on prend pour principe que l'ellipdenéaires, cest-a-dire ou les inconnues inter-
pleine, ou le disque, c'est le plus régulier déi&nnent au premier degré), géométrie (carac
convexes, quelque chose que I'on controle térisation des ellipses) ...
trés bien, tandis qu'un carré, ca a des coins,
les diagonales sont plus grandes, etc ... ?
Comment mesurer ledégré de méchanceté
d'un convexe’ ? Peut-on, mathématique-
ment, pousser un peu cette question : i fau
drait en quelque sorte trouver un nombre qui
mesure ce degré.
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peut étre squeezé entre cette ellipse d'aire
maximum et I'ellipse de méme centre obten
par homothétie de rapport 2.

Autrement dit, aucun convexe n'est trop
méchant, aucun convexe n'est plus méchant
gue dans le rapport 2. Maintenant est-ce q
VOous croyez qu'on peut atteindre ce degré
méchanceté égal a 2 ? et si oui, avec quo
Est-ce que vous pouvez imaginer un tel
convexe ? [...] (Il semble que méme les-pre
fessionnels n'ont pas la réponse instantann
a moins qu'ils ne soient d'excellents comé-
diens).

Un théoreme de John dit que tout convexe Scond critére :

le rapport aréolaire

Toujours avec cette elipse d'aire maximum,

on va donner un autre degré de méchanceté.
Un convexe a une bonne surface, qu'on peut
mesurer (ce n'est pas si facile d'ailleurs avec
un ordinateur de calculer la surface de
guelque chose qu'on trace avec une soulEs).
mets |'ellipse la plus grande dedans et je
forme le rapport des surfaces.

Aire du convexe >1
Aire de lellipse de JohnLoewner

Si le convexe est vraiment une ellipse, le-rap
port est 1Maintenant, quel edée plus grand
des rapports possibles ? C'est seulement

Le triangle fourni un rapport 2 (vous prenegscemment que K. Ball a démontré que ce

un triangle équilatéral ou non, ca n'a auCUb&nnort est le plus mauvais, le plus grand,

importance, les triangles qu'ils soient équiI%Our le triangle (c'est assezfitile & démon
terau>,< ou\quelco_nques sont les mémes pour trer).lci encore c'est le triangle qui est le
un géomeétre qui se permet de changer de moins rond

coordonnées).

Donc vous voyez que un triangle, on ne pe
pas faire pireAu fond, le plus méchant des
convexes, dans le plan, c'est le triangle.

[] Quel est ce rapport maximum? (Comme
vous savez, pour les mathématiciens, la
valeur importe peu, souvent.)
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roisiéme critére : verrez plus loin que c'est un trés grand géo-
l'inégalité isopérimétrique metre.ll a fallu attendre 1890 pour avoir une
inverse solution correcte.
Alors maintenant, je pose la question : est-ce
gu'on peut avoir une inégalité en sens
inverse?

Périmetre du convexe C <
Périmétre du disque équivalent

)

Vous prenez une ficelle, de longueur donnée,
et vous essayez, dans le plan, d'entourer la
surface la plus grande possible. C'est un pEffectivement, je peux avoir une trés grande
bleme dont les conséquences économiques, |ongueur pour une trés petite surface : vous
donc financiéres, sont évidentes, connu de- prenez un rectangle, une ellipse, vous l'allon
puis bien longtemps. gez beaucoup ... bien, mais vous l'avez allon
La solution, c'est un cercle (voila notre gé, vous avez en quelque sorte changé de

“rond”; cette fois-ci attention, pas une ellipsgoordonnées. Supposez que vous vous per-
vraiment un cercle : c'est avec un cercle gpfettiez de redresser :
j'ai la plus grande surface pour un morceau ~~

corde donné).

Autrement dit, si on remplace un domaine

plan par un disque de méme aire (nous diro -
gue c'est le disque équivalent), le périmétre

ne peut que diminuer ; on peut écrire ceci,
pour nous en tenir aux convexes, sous la Redressera veut dire : je prends mon

¥/

forme : convexe, je mets dedans cette fameuse ellipse
Périmétre du convexe 1 d'aire maximum (I'ellipse de John-Loewner),
> : e :
Périmétre du disque équivalent et cette ellipse, je deC|de,que _cest un cercle,
dans de bonnes coordonnées : je redresse
OU ENcore - pgrimetre_ 2R ainsi mon convexe C avec des changements,

des étirements et j'en fait un convexe redressé
C (en regardant “de biais” mon convexe C et
son ellipse, je peux voir I'éllipse comme un
ercle et je vois ain:C).

t-ce que, aprés redessemente rapport
périmétre / périmétre du disque de méme aire
(troisieme degré de méchanceté du convexe
C), va étre borné ?

Jaire

Cela traduit en jargon le fait que, pour tout
convexe, quand on prend la longueur de la
frontiére, qu'on divise par la racine carrée
la surface (pour que ca soit homogeéne,
comme on dit), le rapport obtenu est mini-
mum pour le cercle.

Et d'ailleurs uniquement pour le cercle : ce
théoréme “isopérimétriquiesemble intuitif. Périmetre d& 7
Non_opstant, de nom,breux t,res grand_s Ml bérimetre du disque de méme aire @%
maticiens ont donné des démonstrations

fausses pendant les trois quarts, méme les

neufs dixiemes du XIX° siecle, avec des rdia réponse est oui ! C'est un résultat de 1990
sonnements du genre suivant : n‘importe de K. Ball : ce rapport est borné et il est
quelle suite de nombres a une limite. Vous maximum pour le triangleC est alors un ti
trouvez ca chez Monsieur Steindont vous angle équilatéral).
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point qui admet D comme polaire. C'est cette
dualité, cette double correspondance :

point — droite - point

qui est appelée polarité (par rapport au cercle

de référence). On observera une certaine

parenté avec l'inversion (voir |'article de

[l Encore une fois, le triangle est le pire des, Payan, page 161) : le pied de la perpendi

convexes en produisant un rapport maximugilaire & P* issue de P est précisément I'in-

(quel est ce rapport ?). verse de P dans l'inversion de centre O et de
rapport 1.

uatrieme critéere :

le produit aréolaire

Je vais vous parler de dualité (ou, ici, pelari
té), quelque chose dont les mathématiciens
raffolent. Le principe consiste a réunir dans .
une méme catégorie deux types d'objets a;/%%?gds Onolgrifgg Sfu(:t g?: nlts Po?:\t% ,St* I$
une correspondance qui permet de passer P 1€ P

n . :
type d'objet a l'autre, qui permet aussi de ti%llﬂes s¢ goupent a pour po_lalre la drom_a (PQ).
duire autrement des propriétés qui nous-intg us généralement, tout point de la droite

ressent et qui, si on l'applique deux fois,-p€e *Q) i pour polaire une Slrone qul easse par
met de revenir & I'objet de départ. Ce qu'on nQ ‘(‘)An a renlplace S€ couper ) par
cherche, c'est & un convexe associer un aulfindre’, "étre sur” (une droite) par “passer
convexe qui aura des rapports avec le pre- Par : tout marche bien et on attend de ¢a
mier plein de théoremes myrifiques.

Fixons un cercle du plan, de rayon 1 dont ke produit scalaire nous permet aussi
centre O sert d'origine. A chaque point P ad€étendre notre polarite aux convexes conte-
socions la droite, qu'on obtient (si le point e§aNt I'origine O (nous considererons des

& I'extérieur) en menant les tangentes et en CONVEXes symetriques par rapport a O ; ce
joignant les points de contact : n'est pas absolument nécessaire, mais ...). Le

polaire C* du convexe C sera défini par :
MOC' - OPOC,OM. OP<1

P

Géométriquement, si ( |l|||| g
applique la polarité (p*®
rapport au cercle de
rayon 1 centré sur l'oic*
. . gine O) a tous les poir

I Q Q intérieurs a un convexe
Cette correspondance, appelée polarité (la C (qui contient O) on
droite associée a P, notée P*, est appelée la obtient des droites qui o
polaire de P) se généralise a tout point, mémieveloppent un autre
intérieur 'MOP - OM.OP<1 convexe quj n'est autre quel C*. Le polaire C*

peut aussi étre vu comme |'ensemble des

Le produit scalaire permet de passer trés sipoints dont les droites polaires sont exté-
plement d'un point P quelconque a sa polaiieures a C. On a:
P* et inversement d'une droite D a I'unique (CH*=C
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Si le convexe de départ est a peu prés robxk fait, comme |'a prouvé Blaschke vers
est-ce que son polaire, son dual, va ére lui 1930, le produit aréolaire est maximum pour
aussi a peu prés rond ? La premiére re- les elipses et minimum pour les carrés (pa-
marque, qui est évidente, c'est que si je prerdlélogrammes). Comme pour l'inégalité-iso
pour C le disque unité lui-méme, la polaire périmétrique, les cas d'égalité sont chers : il
d'un point sur le bord, c'est la tangente. Doest difficile de montrer que les ronds et les
C*=C. carrés sont les seuls cas extrémes (Santalo
C'est facile de voir que la figure polaire 1947, Saint-Raymond 1981).

Le produit aréolaire fourni ainsi un
guatrieme critére pour mesurer la
“méchanceté” d'un convexe symétriquele
carré étant dans ce cas le pire des convexes
symétriques.

On généralise sans fidulté la polarité a l'es
pace, a 3 dimensions ou plus (disque -
boule, aire - volume, etc ...). Le polaire
d'un cube est alors un octaedre, le polaire
d'un dodécaedre est un icosaédre ... Les é-
d'une €ellipse E (centrée en O) est une autre lipsoides (boules applaties ou étirées ...)-rem
ellipse E*: les longueurs des axes de E* squiicent les ellipses.
les inverses des longueurs des axes de E. Alors maintenant il y a une question qui se
pose, c'est de savoir quand on prend un
Du coup, quand je calcule les surfaces :  convexe et son dual, quand on fait le produit
. : R\ (i des volumes est-ce que c'est ni trop petit ni
aire (E).aire _(E ) = (aire diquey T trop grand ? Pour la dimension 3, on a encore
Que se passe t-il pour d'autre convexes ?

volume (C).volume (C*)< (volume boule¥

avec égalité pour les ellipsoides et on sait
gu'il y a toujours une borne supérieure en

D dimension quelconque.
/ Q Par contre la question de la borne inférieure
Y est un probléme ouvert, méme en dimen-
sion 3. On sait seulement que ce n'est pas 0.
K* Alors, pour ce quatrieme critere de méchan-
ceté,

e cube est-il le pie

Le dual du carré extérieut'est le carré inté L
des convexes symétriques ?

rieur : il a tourné. Quand vous faites le pro
duit des surfaces, vous trouvez 8. Il est rai-
sonnable (I'inverse d'un point trés loin étant certains le pensent ...
trés prés ...) de penser que le produit
aréolaire aire (C).aire (C*) qui est, en fait,
indépendant de la structure euclidienne (!)
n'est jamais trés grand ni tres petit.

8 < aire(C).aire(C*) < T®



