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Le théme proposé est la symétrie dans le Ilan . N
Prop y pr%glnt de départ, sans couper une aréte.

et dans l'espace. Nous nous sommes inté

sés aux polyédres qui sont des figures de I'es

pace a plusieurs faces. Nous avons trouvé

deux sortes de polyédres : le convexe, netam
ment le cube, la pyramide dont les points sar

inscrits sur une sphére, et les non convexes
comme les polyedres étoilés.

Nous entreprendrons donc de démontrer la
formule dEULER : S+ F=C + 2et par la

Loi de Mohammed 123
x24

On peut faire les multiplications 123
123

de la fagon suivante : 123
123

1230

1230

2952

2 arcs ne se coupent jamais.
----> En appelant (S) SOMMET le point, et
(C) ARETE l'arc, il nous reste a définir ce

éleu'est une (F) FACE : toujours dans une

Sphere, si I'on part d'un point qui n'est pas sur
une aréte, la face qui contient ce point serait
‘ensemble de tous les points qui rejoindrait le

convexes : on dit qu'une figure est
convexe si le segment formé par deux som-
ets quelcongues de cette figure est situé a
ptérieur de cette figure.

1¢ étape : on pose C = 1, nous avons donc 2
cas de dessins possibles :

ler cas 2emecgs

suite nous démontrerons I'existence d'au pl

cing polyedres réguliers : les 5 solides de

PLATON. Nous allons ensuite remplir I'espa

ce avec l'un de ces 5 solides : le tétraédre.

|.— La démonstration de la théorie
d'EULER par récurrence sur la sphére.

En premier lieu, nous allons raisonner sur
nombre de cotés.

LAFORMULE DEULER:S+F-C=2

DEFINITIONS :

C=1,F=2,S= C=1,F=1,S=

fan calcule S + F - C et on remarque que la
formule S + F - C = 2 est bien vérifiée. Le
théoréme d'Euler est donc bon pour C = 1.

2¢me étape : nous allons ensuite supposer que
pour N cotés le théoreme est vrai. Il nous

Un dessin sur une sphére est un ensemblel@&€ maintenant a savoir si la formule est

points, avec au moins un point, et d'arcs tel
que :

— 2 points digtincts de notre ensemble sont
reliés par une succession d'arcs de notre en-
semble.

— Chaque arc de notre ensemble relie 2
points, pas forcément ditincts, de notre en-
semble.

vraie pour (N + 1) cotés. C'est ceci qui
constitue le principe “d'héridité”.

On considere un polyedre convexe de N cotés
tel que : S+ F - N = 2. Nous avons 4 cas de
dessins possibles a partir d'une figure de N
c6tés conduisant a une figure de (N + 1) cbtés
respectant les conditions.
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1€r cas Il.— la démonstration de I'existence
des 5 solides de Platon.

2emecyc . .
Les 5 solides de PLION sont des polyédres

réguliers convexes. Le polyedre de HION

est un solide qui est constitué par des faces
identiques (polygones réguliers) et un méme
nombre de c6tés issus de chague sommet.

3emecas
) Un méme nombre de cbtés délimitant chaque
4emecag face et un méme nombre de c6tés est issu de
chaque sommet, nombres qu'on notera f et v
Donc:
fF=2C -> F=2C/{ Chaque coté étant
vS=2C ->S=2C/ compté deux fois.

On remplace dans la formule d'EULER :

légende —coté déja existant (parmi N 2C/f+2CN=C+2

----c0Oté rajouté (d'ou N+1 coté
On divise cette expression par 2C et on ob-

1 cas : 2mecas : tient: 1/f+1/v=1/C+1/2

Ona (N + 1) cbtés Ona (N + 1) cbtés

(F + 1) faces (F + 1) faces On sait que 1/C > 0 donc

et S sommets et S sommets Ui+ 1v>1/2 ----> 1/f >1/2-1lv
S+ (F+1)-(N+1)= S+ (F+1)-(N+1) = Supposons v = 6, on en déduit : 1/v < 1/6
S+F-N=2 S+F-N=2  doulopposé - 1/ - 1/6 donc 1/f > 1/2 - 1/6

On en déduit que : 1/f > 1/3. f < 3. Donc le
cas v= 6 est faux donc v < 6.

Ces deux cas sont identiques. Or v > 2 donc les valeurs possibles pour se
ront 3, 4 et 5.
‘ ‘ 2<v<6
Fmecas 4emecas
Ona (N + 1) cbtés Ona (N + 1) cbtés, vy —
l*cas:v=3
(F + 1) faces F faces

1f+1/3>1/2

et S sommets et (S + 1) sommets 1i>1/2 - 1/3
S+ (F+l)- (N+1) = (S+1)+F - (N+1) = 1t>1/6
S+F-N=2 S+F-N=2 ---> f<6

donc f peut prendre comme valeurs : 3,4 et 5.

Nous pouvons donc affirmer que le 17sous-cas:f=3 v=3

theoréeme d'EULER est donc vrai pour f+1v=1/C+1/2
(N + 1) en ayant supposé qu'il était vrai 1/3+13=1/C+1/2
pour les polyédres convexes de N cotés. 2/13-1/2=1IC

1/6 =1/C

6=C

Nous venons donc de démontrer le théoréfres 2C/f = 2(6/3) = 4
d'EULER par récurrence. ----> C'est le cas du TETRAEDRE
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2*"sous-cas:f=4 v=3
1+ 1/v=1/C+1/2
1/4+1/3=1/C + 1/2
7/12 = 1/C + 6/12
1/12 =1/C
12=C

F=2C/f=2(12/4) =6

----> C'est le cas du CUBE

3mesous-cas:f=5 v=3
1+ 1/v=1/C+1/2
1/5+1/3=1/C+ 1/2
16/30 = 1/C + 15/30
1/30 = 1/C
30=C
F=2C/f=2(30/5) =12
----> C'est le cas du DODECAEDRE

*2°"cas:v=4

1/f+1v>1/2

1/f+1/4>1/2

1/£>1/2-1/4

1/f>1/4

----> f < 4 donc la seule valeur que
peut prendre fest 3 car2 <f<4.

Sous-cas:f=3 v=4
1+ 1/v=1/C+1/2
1/3+1/4=1/C +1/2
7/12 - 6/12 = 1/C
1/12 =1/C
12=C
F=2C/f=2(12/3) =8
----> C'est le cas de TO@EDRE

*3emcas: v=5

v+ 1/f>1/2

1/5+ 1/f>1/2 - 1/3

1/f > 3/10
----> 2 < f < 10/3 donc la valeur que peut
prendre f est 3.

Sous-cas:f=3 v=5
1+ 1/v=1/C+1/2
1/3+1/5=1/C+ 1/2

16/30 = 1/C + 15/30

1/30 = 1/C
30=C

F =2C/f =2(30/3) =20
----> C'est le cas de ''COSAEDRE
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Loi de Charlotte 1
Si A et Bsont n'importe quels nombres :

A+B=B+A
AXB=BxA
A-BZB-A

En fait, nous avons démontré qu'il existe au
plus 5 solides ; cest-a -dire que I'on est sOr
gu'il n'existe pas 6 solides, mais ce dont on

est pas certain c'est qu'il existe 5 solides pla
toniciens.

I1l.— Les tétraedres réguliers : pavages
dans l'espace.

Nous avons fait un projeté du plan médiateur
de maniere a visualiser sur papier I'ensemble
formé par les tétraedres : on Sapercoit qu'il
reste un espace libre infignt pour y placer
un sixiéme tétraéedre.

X/2

Nous allons démontrer que l'angleest infé
rieur & I'angle BAC :

Précisions :

[AC] est la hauteur d'un des tétraédres ; nous
avons pris x comme mesure d'un coté de té
traédre ; donc AC =¥3/2. De plus, h (ou Al)
est la hauteur du triangle ABC, et de ce fait
AIC est rectangle en I.
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Démonstration :

Grace au théoreme de Pythagore, nous disons

que :
hzzxﬁz_LZ:SXZ X2 _x2
2 2 4 42
h=./X2 = X
2 2

cliché Chantal Rousselin © Palais de la découverte.

Nous savons que :

coslAC = N douiAC = cos-chhC’

AC’
Pour calculer |I'angle IAC, nous prenons 5
pour valeur de x :

5
IAC =cos Y2 |= cos-lp&q = cos-lﬁlq
5/3 15/6) wel
2
= = ﬂ = = 4 = -1 Z
CcoS 1:\@: cos l‘ 6’ cos ‘ 3’
IAC =352 °,

dorBAC, double ddéAC, = 70,4 °

B =5BAC =5x 70,4= 352°
o = 360° f8 = 360° - 3522 &

Conclusion :

anglea est inférieur a I'angle BAC, donc il
n'y a pas assez de place pour un sixieme té
traédre.




