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Som mes Loi d'Antoine 1
, Quand je multiplie 9 par lui méme,

de carres 1 fois 9x9 le résultat se termine par 1
2 fois 9x9x9 le résultat se termine par 9

par Rafik, Anne-Wginie, Karen, Stéphanie |3 fois 9x9x9x9 le résultat se termine par 1

du Lycée Geqges Braque d'Ayenteuil 4 fois 9x9x9x9x9  le résultat se termine par 9 /..
Si le nombre de multiplications est pdé résultat se

enseignantes : Mmes Joélle Richard et Chritermine par 9, si il est impait se termine par 1.

tine Rouaud

chercheur : Mme Catherine Goldstein, math‘lélouS nous sommes "’?'?“?, pgse_s la qugs,tlor: :
maticienne, Université Paris Xl, Orsay Que S€ passeralt-l_l sta'n etait p,a_s fixe 2
Si a, b et ¢ sont trois entiers (toudéhiénts),
"Sommes de carrés" ... Ces trois mots appa: & +(2p+lf=a+4p+ 4p+1
remment dénués d'intérét allaient bientdt B : BP+(2p+3f=*+4p+ 12p+9
nous mener sur les traces de Pythagore.C : ¢ +(2p+5f =+ 4p + 20p + 25
Bien slr, comme les vrais aventuriers, nous Ici D=(C-B)-(B-A)=a-2r+c¢+8
nous sommes maintes fois égarés dans les
méandres de labyrinthes. Dans ce cas, D peut-il étre aussi égal a 8 et
Seuls, face a des nombres qui nous menaigati est réalisé si & + ¢2 = 2 b2 D'oll une
la vie dure, nous avons poursuivi Nos in-  rientation de notre recherche :
vestigations et, au bout du tunnel, guideés peyt-on trouver des entiers naturels a, b, ¢
par la lumiere de la connaissance supréme. que A+ =2 B2 ?
NOUS nous approchames du but recher'(':hE_n collaboration avec nos camarades de
Le Sf”f?t etant va§te,_ nouslnous SOmMmes- d',&'etgy et d'un ordinateunous avons élaboré
ses" en deux equipes, fune decidait de Sl Jige e triplets vérifiant I'égalité ci-des-
taquer aux applications géomeétriques des -
sommes de carrés a proprement parler et SUS Nous avons pu remarquer aimsi que les
l'autre s'est mise a jouer avec d'originalé@'f)lets fondament_aux a b, ¢ etauef\t dqs en-
“différences secondes’. Commencons par ti 'ers a b, c premiers entre eux (C'est-a-dire
le travail de cette*®équipe nayant aucun diviseur commun autre que 1)
toujours impairs et de la forme 4p+1 ou 4p-1
Que s passe-t-il si I'on fait des sommes de
deux carés d'entiers consécutifs impairs ? Etudions donc d'un peu plus pres cette égalité

Désignons par A la somme : F+c=2r (1)

A = (2p+1} +(2p+3f = 8p* + 16p + 10 2b? est un nombre paicela entraine que :

puis par B la somme : 1) Soit a et ¢ sont pairs tous les deux ;

B = (2p+3} +(2p+5)f = 8p + 32p + 34 2) soit a et ¢ sont impairs tous les deux.

puis par C la somme :

C = (2p+5}+(2p+7f=8p + 48p + 74 1) dans le cas ou a et ¢ sont pairs, on retrouve

On appelle différence seconde la quantité D
suivante : D=(C-B)-(B-A).Dans ce
cas D = 16Mais a-t-on toujours ce résultat ?

une expression similaire a I'égalité (1). Si a et
c sont pairs tous les deux : a=2p; c = 2p'
&+ ¥ s'écrit 4(p + p?).

Par exemple, si on se fixe le premier terme 4&9alité 4(p+ p*)=21¥ entraine b=2(p* + p*)
chaque somme (que I'on désigne par la letftenc B est pair b= 4 b*. Si &+ ¢ =2 ¥ on

"a"), on obtient : est ramené a chercher p et p' entiers tels que
A @+2p+if=a+4p+ 4p+1 p? + p? =2b®, qui est une égalité de type (1).

B: &+(2p+t3f=a+4p+12p+9

C: a+(2pt5y=a+4p +20p + 25 2) dans le cas ou a et ¢ sont impairs, on ob

Dans ce cas précis D = 8. tient alors Bimpair donc b est impair
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Nous nous sommes aussi demandés si a, lratvé des formules pour déterminer certains
C pouvaient avoir un diviseur commun : danmsmbres entiers a et c tels que & + ¢ = b2

ce cas, les calculs nous menent a une expifeaut-étre pourait-on trouver des formules
sion similaire a (1) donc les recherches nous permettant de connaittous les couples
s'orientent vers trois nombres a, b et c impaaset c tels que?a+ ¢ = 2% Peut-étre aussi
et premiers entre eux. Les trois nombres apéut-on trouver une réponse a la question :

et c impairs et premiers entre eux sécrivent existe-t-il aetctelsqueéa c2=nb?(oun

4p + 1 ou 4p - 1. Pour la suite des recherchest un entier nat@l non nul) ?

nous admettons les résultats suivants :

1. “Tout diviseur d'une somme de carrés est
une somme de carrés”.

2. “Tout diviseur premier d'une somme de Notre désir est ici d'essayer de découper cer
carrés est de la forme 4p + 1 ou vaut 2”.  taines figures géométriques simples de ma-

2. “Tout nombre premier de la forme 4p + fiére a reconstituer 2 carrés en utilisant tous

avec des ciseaux

est une somme de deux carrés”. les morceaux obtenus par ce découpage. On
(Jean Itard, Arithmétique et théorie des s'autorisera a découper (avec des ciseaux) des
nombes Que sais-je, PURParis.) morceaux a c6tés rectilignes. En réalité, dans

les exemples que nous vous proposons, Nous
2 ¥ étant une somme de deux carrés, on peldvons utilisé pour ces morceaux de puzzle,
alors dire que tous les diviseurs premiers que des triangles, des carrés et des rectangles.
de 2b? sont de la forme 4p + 1 ou valent 2. Pour cela, nous avons d'abord utilisé le résul
b? est donc le produit d'un certain nombre tat suivant : on sait que le produit de la

d'entiers de la forme 4p + 1. somme de deux carrés est €gale a la somme
b=0@Ap+1)@4p+1)...(4p,+ 1) de deux carrés.
i=n
b= |_| (4p;+ 1) avec pUN Onposeat+tlr=c;d+e&="favecab,ed
i=1 entiers naturels d'ou c et f entiers.
Par exemple, 2 X 65 79 + 47=2 x 5x 13. cf=@+P)(F+¢e)
? = 65 donc b = (4g+1)(4p;+1) avec g=1 ; = g+ ea + dib? + bre?
p; = 3. = (ad+be) + 2abde + (ae-b#l) 2abde.

On obtient donc tous les b possibles impairs,
en multipliant entre eux les nombres de la Donc
forme 4p + 1. Wici le début de la liste de ces (& + ?)(d? + &) = (ad + be)+ (ae - bd) (1)
nombres: 1 5 9 13 17 21 25
29 3- 37 41 45 &~ 53 & 61 65 De méme, on peut montrer que
& 73 # 81 85 89 & 97 101 @+ ) (d¢+ €)= (ad - be)+ (ae + bd)

1
b peut étre, par exemple, le produit : 5x13 @n a donc trouvé deux manieres différentes
5x17 ou 5x5 ou 17x53x61 ... De cette maniéle décomposer le produit de la somme de
re-la, on peut obtenir tous les b. On retroudeux carrés en la somme de deux carrés.
tous ces nombres dans la liste de Cergy. Mais nous n‘avons pas cherché a savoir si on
Maintenant il reste un probléme : si on pouvait trouver d'autres maniéres de faire
connait b peut-on trouver tous les couples cette décomposition. Nous nous sommes inté
(a,c) tels que@atc?=2 k¥ ? ressés uniguement, a reconstituer 2 carrés a
Par exemple a partir de b = 65, on a plusiewdtés entiers.
décompositions d'aprés cette liste
2X65=7%+47 et 2x65°=8F+23F . Nous Afin d'appliquer la formule, on va procéder
sommes donc passés de la recherche de aat découpage d'un rectangle dont les cotés
tels que a+ & = I?, a celle de a et c tels queourront étre mesurés par L = & +b?
& + &= 2. Nos camarades de @gravaient et | =c+d.
tNDLR : la liste en question'est pasla liste des impairs de la forme 4p+1, mais celle des premiers de la forme

4p+1, ou des produits de tels premiers ; 49 est barré car ne convient pas : 49 =4x12 + 1 = (4x2 - 1)(4x2 - 1) ; de
méme pour les autres entiers barrés par nous dans la liste des éleves.
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Est-il possble de découper un rectangle en [Loi de Vannyna 1
deux carés ?
On utilise les formules précédemment dé- |Sj N est n'importe quel nombre, N x 1 = N.
montrées ; alors on pense qu'on pourra dé-
couper le rectangle de dimensions | et L en
deux carrés dont la sommé X Y2 = Lxl ; si
on peut choisir a, b, ¢, d tels que L*=+k’
et =¢+calors X =ad + be; Y=ae - bd
X2 est I'aire du premier carré? Yaire du se
cond carré.

La formule précédente nous montre que le
probleme est théoriqguement possible.
Exemple : on choisit des valeurs quelconquém s'est ensuite demandé s'il était possible de
dea,b,e,d:a=1;b=2;d=4;e=3. découper de la méme maniére un triangle rec

Et maintenant procédons au découpage
d'un triangle rectangle.

d'aprés (1) : tangle. Pour cela, on utilise la formule
(&2 +?)(d? +&)= (ad+be) +(ae-bd) A = (LxI)/2. La somme des aires des carrés
(12 +22)(# +F)= (1x4+2x3) +(1x3-2x4¥ X2 + Y2 =(LxI)/2 d'ot 2(% + Y2 ) = LxI. On

(5) (25) = (10y + (57 prend toujours 2 comme mesure de |'un des

I xL = X +Y? cotés de l'angle droit. Exemples :
(aire d'un rectangle = somme des aires de Lx|I =2(X*+Y?
deux carres). Nous avons realisé ce découda  2x17 =2(&#+ 19 : figure T1.
ge (figure R1:). 2x18 =2(F+ 3
10 cr 10 cmr 5cm
5cm

10 cir

<

Découpage d'un triangle 2¥2 en deux
carrés de cbtés respectifx1l et 4x 4.
figure R1

De méme, on peut transformer un rectangle
de largeur | = 13 cm et de longueur L = 17 “ w
cm en deux carrés d'aires respectives 12 ¢ | ‘

et 5 cmi. (figure R2 ©) ol1 olll |2

Découpage d'un rectangle X317 en deux
carrés de cbtés respectif«<® et 14x 14. ’

‘ figure T1

Nous remarguons que le découpage se fait

| plus facilement quand |'autre c6té de I'angle
droit du triangle rectangle est mesuré par un
nombre pair. La méthode utilisée pour la fi-
gure T1 est applicable pour d'autres cas :
figure R2 exemplec=2;b=13.
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Nous n'avons présenté ici que quelques easPliis nous avons tenté de compter le nombre by, de
mites pour lesquels notre découpage “réus<igmpres de la forme a I ( “bicarrés”) qui sont plus

‘i . . petits que n.
sait”. Mais de nombreuses questions restent
posées. Par exemple, les cotés des triangles Théoreme: n/4 <, <n/2
utilisés pourraient-ils étre mesurés unique - pgmonstration : par estimation du nombre de couples
ment par des nombres entiers ? Pourrait-on (a, b) tels que?ak? < n/2. (Les calculs peuvent étre re
introduire dans les meeaux du puzzle des-fifaits.)
gures a c6tés norectilignes ? Conjecture : byn - limite A quand n— .

Indépendamment, une partie du groupe a repris l'idée

\oila, nous vous avons présenté les résult§f§metrique - un triangle a sommets entiers de |a
des recherches de nos deux équipes pendant °C -
six mois. Il reste encore beaucoup de décou
vertes a faire, en particulier dans le domaine
des applications géomeétriques. Majs, notre bl T
travail devant s'achever en mai, nous laissons \f
le soin & de nouveaux “aventuriers en herbe” O T a
de continuer et d'appronfondir nos recherches N
lors de “MATh.en.JEANS acte IV” et, qui Ces triangles ont le milieu de leur hypoténuse sur une

. n T ! grille plus fine que le réseau entier (réseau 1/2 entier) :
sait, peut-etre les retrouverons nous de NOU- e cercle circonscrit a son centre sur la grille et les
veal ... sommets du triangle sont sur la grille !

L

Question : Quel est le nombre de points entiers sur un
cercle de centre entier et de rayon entiéreh géné

ral, et s'ilyena lilyen a8 (sauf cas trés particulier
ou c'est 4). Ca ne doit pas étre possible d'en avoir plus
de 8.

Donc : sil y a up points entiers entre les cercles de
rayons Aet (n+1j alors il y a a peu pres,(8 nombres

de la forme &+ b? entre A et (n+1}.

Or le nombre de points entiers dans une couronne
plane est a peu pres l'aire de cette courdnoac il y

a environ 2n1/8 nombres “bicarrés’ parmi les 2n
nombres > n* et < (n+1)>. Ou encore u, = n 4. La

NDLR: les déves du lvcée Racine avant abandonné proportion de bicarrés est donc a peu présv8. En
' Y & fait, il faut faire attention parce qu'on a changé de

leur participation & “MATh.en.JEANS” en cours d'an tille - mais ca ne doit rien chanaer
née, ceux de Georges Bragque se sont retrouvés sans 9 ' ¢ ger.
correspondants (dommage .Des mathématiciens duconjecture : La proportion de bicarrés dans les inter

LSD2 se sont proposés pour jouer un role de corres-  ygjes entre deux carrés consécutifs va tendreTv8rs
pondants, et ont donc “planché” sur les suj&tsont

envoyé par fax les résultats de leurs cogitations, mHisest intuitivement évident a un membre du groupe
trop tard pour les éléves de Braque, dont le travail éf@jtii a a peu prés convaincu les autres gque c'était évi
déja avancé. A titre de pistes de recherches envisa-  dent, par exemple si on interpréte, comme un autre
geables pour les lecteurs de cette brochure, nous vowsnbre du groupe, les bicarrés comme les boules

proposons ce travail du LSD2 de Grenaoble. noires dans un sac de boules blanches et noires repré
sentant les nombres) que la limite A de b/n est la
point de départsommes de deux carrés. méme que celle dgy(n soitTr8.

Conjecture : La probabilité pour qu'un nombre entier

Approches : Pythagore ... c'est pas marrant, on pris au hasard soit bicarré eés.

connait : c'est de la géométrie qu'il faut faiieut le

groupe sauf un N Probléme: de combien de maniéres un nombre peut-il
De combien de manieres ? 8tre somme de deux carrés ?

@+)(c+ dz) = 7 on ne voit rien. _ . On a a+ b? = & + ¢t implique (a+c)(a-c) = (b+d)(d-b).

le “géometré: il suffit de trouver les points entiers suton trouve par cette méthode : 2 8% = 17 + 33

un cercle de rayon entier. 32+ P=19+ 33 17+ P=19+ 3

le groupe : non, ¢ca ne marche pas : c'est le carré de
I'hypoténuse qui est entier, pas I'hypoténuse elle- 13 décembre 1991, Pierre Duchet, Michel Molard,
méme. Charles Payan, Sidi-Bekaye Sokouna du LSD2.



