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le tore

par Anne FOURE Antonino JOAOQ,
Simohame&HABIR, Alice MERLET

Lycée Jean Racine, 20 rue du Rocher, 75008 Paris Y

Surface de révolution engendrée par
petit cercle tournant autour d'un ax
contenu dans le plan du tore

On obtient un tore en roulant une feuill
quadrillée dans le sens de la longue
puis dans le sens de lagaut

Gare aux

=

Réciproquement,
lorsqu'on développe le /]
tore, on passe d'u
objet tridimensionne }~
a une feuillefi.

guadrillée

_ Ainsi,
pour étudier les droites sur le tore, on
utilisera le quadrillage.
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Les droites sur le tore

petit cercle et par un grand cercle. Par le
développement du tore, on obtient alors un &
des abscisses et un axe des ordonhé&egoint
O, origine du repére est alors défini comme
étant le point d'intersection du petit cercle et
grand Comme on peut choisir I'emplacement

du petit cercle sur le tore, le point O est choisi

arbirairement. Tout point du tore correspond
alors a un point de la feuille quadrillée et est
repéré par son abscisse et son ordonnée.

Une droite sur le tore ?On trace une droite
dans ce plan repéré, et par déformation du p
en un tore, on obtient une courbe sur |le tore,
gu'on appellera « droite du tore ».

Remarque : lorsqu'on parcourt un tour de

solénoides
On choisit un repere sur le tore, formé par paralléle
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Deux

Etude des droites qui ne se referment pas.

Exemple : soit la droite D, passant par
l'origine et de pent€2. Alors D : y =V2 x.

lansj x 0 N, alors yO R\ Q et réciproquement.
Donc il n'existe pas de point a coordonnées
entieres sur D, en dehors deEd.donc D ne se
referme pas.

Cas général : Peut-on envisager des droites

petlt CerC|e, on revient tOUjOUI’S a I'Origine ; il eaui se referment si elles ont des pentes

est de méme pour les grands cercles. Donc
guand on parcourt n tours (avec n entier) de
petits ou de grands cercles, on revient a
I'origine Ainsi, tous les points a coordonnées
entiéres s'identifient & l'origine.

On a convenu qu'il n'était pas nécessaire
prolonger le quadrillage aprés le point de
coordonnées (1, 1).

Exemple : soit une droite passant par
['origine et ayant pour pente 2/3. Elle coupe
alors trois fois le petit cercle de base et deux
fois le grand cercle de base. Elle passe par le

point A(3, 2) qui s'identifie a I'origine, donc elle

se referme.

Etude des droites qui se referment.

Cas général : soit la droite passant par
I'origine et de pente n/p avec n et p entiers
naturelsLe point A(p, n) s'identifie a I'origine.
Donc les droites qui passent par O et qui ont

irrationnelles ? Soit D la droite passant par
I'origine sur le tore ; elle a pour pente m avec
MOR\Q.D:y=mx. Orm étant irrationnel,
lorsque x est entigle produit mx est irrationnel
donc y est irrationnell ne peut donc y avoir de
point de D identifiable & I'origine O. Donc les
8®ites de pente m, avec m O R\ Q, ne se
referment pas.

CONCLUSION: les droites ne se referment
gue si elles ont une pente rationnelle.

Soient deux droites D et D’ d'équations
respectives

=8y et y=Cx
Y b Y=4
e2 et C soient deux fractions irréc

b d
tibles, et (ab, c,d) O Z*4.

telles qu

On choisit de telles droites (passant par
I'origine) pour simplifier le raisonnement ainsi
gue les calcul€On a le systeme suivant :

{ ax-by =(
\-cx +dy =0
Calculons le déterminant de ce systeme :

det S {ic '3): ad - bc

Expérimentalement, nous avons trouvé que

pour pente n/p (n et N) se referment aprésie nompre de points d'intersection &atl - be

avoir coupé n fois le grand cercle et p fois le
petit cercle de base.

Aucun contre-exemple n'a été découvert.
[NDLR : voir page suivante.]
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pentes de méme signe, positif pentes de signes contraires
nombre d'int nombre d'int
—a —C tersections _a —C tersection
y=pX Yy=a”* A=lad-bd | Y™p* Yy=q* A = |ad - bd
-9 -9 =8 -_1
Y=705% y=5X 32 y=7X y=-gX 79
y %x y 1?)( 5x 23 y gx y gx 34
yzgx y:21X 1 y:gx y:'gx 34
y=59x y:%gx 85 y:49X y:'%; 2
y:EX y:19X 19 y:%OX y:'59X 181
y:3)< y:§X 8 y_ZX y:_éx 2
y 4 X y 5 X 1 y 7 X y 3 X 25
. . : itey =1,
Ou l'algebre vient au secours di drofte y = 1.5 x )i 2 g
géomeétrie (et réciproquemet w A e ¥ :
= -
= o
par Gérard-Edmond Duchamp = P
Y] o
Combien y a-t-il de points 5 s > 44
d'intersection entre deux droites = -~ ’
se referment sur le tore ? g T
: 'I'
Si les droites se coupent, on prend un | ~ 1L e
point d'intersection comme origine du
. A o 1 7 3
repere (voir figure A dans l'article des - >

éleves). Les équations deviennent :
(Ep:ax+byldz
(Ep) :cx+dyldZz

transformations suivantes :

=

1
5 —=

=
il

On montre facilement que : 1) On peut
“vider” le coefficient de y dans une des

"El +k E;
E2

ou

équations ; 2) Les transformations ne changent

pas le déterminant, soit :
(E):yx OZ
(Ep) ioox+dylZ

A= & d, est le déterminant

un grand cercle déplié

identifications : (2) = (3), (4) = (5), (6) = (7), (8) = (1

On a a calculer le nombre de points spidBnt
La (régle du jeu) on s'autorise les les abscisses sont 0, {/@/a, ... , (a-1)/ay ;
pour chaque x fixé il y a d, possibilités en y
d'ou : le nombre de points est D.

N—r

Deux « solénoides » perpendiculaires ;
on remarque qu'ils se coupent plusieurs
fois.




