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Math en Jeans 2005-20061 Présentation du sujet1.1 Le sujet mathématiqueLe sujet hoisi tient en une seule phrase :Combien faut-il de point pour déterminer une ourbe ou une surfae ?Nous nous sommes surtout intéressés au as des ourbes, délaissant le as des surfaes qui semblebien plus vaste et plus omplexe.1.2 Les appliations onrètes d'une telle démarheLa question à laquelle nous allons essayer de répondre est d'un ertain intérêt dans le domainede l'informatique, au niveau des �hiers graphiques.En e�et, au niveau d'un ordinateur, les graphiques sont présents sous deux formats : le formatbitmap et le format vetoriel.Le format bitmap est le format le plus basique que l'on peut utiliser en informatique. Il sagit enfait de dérire une image pixel par pixel. Ainsi une droite de ouleur noire est odée au niveauinformatique omme un ensemble de pixels de ouleur noire. De même pour un erle ou toutautre �gure. La seule manière d'agir dessus est don de modi�er l'image pixel par pixel. C'est eque propose par exemple le logiiel Paint fourni par Mirosoft dans son système d'exploitationWindows.Le mode vetoriel fait appel à une desription géométrique des éléments d'une �gure. Ainsiun erle sera odé par les oordonnées de son entre et son rayon. Lorsque l'on agit sur la�gure, on agit tout simplement sur les paramètres de ette �gure. Le dessin vetoriel fait appelaux ressoures d'un ordinateur pour dessiner le erle. La modi�ation des paramètres du erleentraîne le realul des di�érents pixels à a�her.La manipulation ou la modi�ation d'une image est don plus intuitive et plus aisée si elle-iest stokée au format vetoriel.La �gure i-dessous présente la desription d'un traé dans la as d'un format vetoriel. Il estainsi possible d'in�uer sur e traé par les di�érents points de ontr�le qui apparaissent auniveau du traé. Il est même possible d'en faire apparaître d'autres.
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Math en Jeans 2005-20062 Le as des ourbes simplesNous avons déidé de ommener par étudier des ourbes simples. Pour haune de esourbes, nous avons herhé à trouver ombien de points étaient néessaires pour la dé�nir(qu'ils appartiennent ou non à la ourbe, et par deux approhes di�érentes : algébrique etgéométrique).On herhe à savoir : ombien faut-il de points au minimum pour aratériser des ourbeslassiques ?2.1 Cas d'une droiteDeux points su�sent à aratériser une droite.
b

b

2.2 Cas d'un segmentLà enore, deux points su�sent.
b

b

2.3 Cas d'une demi-droiteDeux points su�sent. Cependant ils n'ont pas le même r�le.
b

b

2.4 Cas d'un erleOn a besoin de trois points, le erle étant alors ironsrit au triangle formé par es troispoints.
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Math en Jeans 2005-2006
b

b

b

On peut aussi aratériser un erle par la donnée de son entre et d'un de es points. Maisdans e as, un des deux points a un r�le bien partiulier.2.5 Cas d'un paraboleTrois points ne su�sent pas pour aratériser une parabole.

En fait, on a une in�nité de paraboles passant par trois points �xes.On va ependant voir que si l'on �xe un repère, il y a alors une seule parabole passant par estrois points et d'axe de symétrie l'axe des ordonnées.3 Paraboles3.1 Paraboles dans le plan, dans un repère3.2 Détermination de l'équation de la parabole passant par 3 pointsPar suggestion d'un de nos professeurs, on a déidé de herher à déterminer mathémati-quement l'équation d'une parabole passant par 3 points donnés, à partir de leurs oordonnées.On onsidère don le plan P muni d'un repère (O,~i,~j).Soient trois points de e plan, A(x1; y1), B(x2; y2) et C(x3; y3). On herhe à déterminer l'équa-tion d'une parabole passant par es trois points.Cei n'est possible que si x1 6= x2, x2 6= x3 et x1 6= x3.On supposera ette ondition satisfaite et on herhe don une équation de la forme y =Lyée Sud Medo Page 5 sur 13 Lyée Montaigne
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ax2 + bx + c.
a, b et c sont don solutions du système suivant :







y1 = ax2
1 + bx1 + c

y2 = ax2
2 + bx2 + c

y3 = ax2
3 + bx3 + cLes solutions sont données i-dessous :































a =
x2 y3 − x1 y3 − x3 y2 + x1 y2 + x3 y1 − x2 y1

(x2 − x1) (x3 − x1) (x3 − x2)

b =
−x2

2 y3 + x2
1 y3 + x2

3 y2 − x2
1 y2 − x2

3 y1 + x2
2 y1

(x2 − x1) (x3 − x1) (x3 − x2)

c =
x1 x2

2 y3 − x2
1 x2 y3 − x1 x2

3 y2 + x2
1 x3 y2 + x2 x2

3 y1 − x2
2 x3 y1

(x2 − x1) (x3 − x1) (x3 − x2)3.3 Parabole dé�nie par un point et une droiteOn herhe à déterminer l'équation d'une parabole, non plus à partir de points appartenantà la parabole, mais à partir d'un point distint de la parabole et d'une droite. En e�et, uneparabole peut aussi être dé�nie omme étant l'ensemble des points à égale distane d'un pointappelé foyer et d'une droite.3.3.1 Dé�nition géométrique d'une paraboleDans le repère (O,
−→
i ,

−→
j ) , on onsidère les points F (a; b), M(x, y) et la droite (D) d'équation

y = k. L'ensemble des points M situé à égale distane du point F et de la droite (D) est uneparabole que l'on notera (C).On sait don que d(M ; (D)) = d(M,F ) don d(M ; (D))2 = d(M,F )2.3.3.2 Pour aluler d(M, (D))2On alule en fait la distane entre M et son projeté orthogonal M ′ sur (D). Comme ladroite (D) a pour équation y = k, M et M ′ ont même absisse, et don d(M, (D)) = |y − k|.On a don d(M, (D))2 = |y − k|2 = (y − k)2 = y2 − 2ky + k23.3.3 Pour aluler d(M,F )2On a d(M,F )2 = (a − x)2 + (b − y)2 = a2 − 2ax + x2 + b2 − 2by + y23.3.4 En dé�nitiveL'égalité d(M,F )2 = d(M, (D))2 se traduit par
y2 − 2ky + k2 = a2 − 2ax + x2 + b2 − 2by + y2Si on résoud ette dernière équation en y, on obtient :
y2 − 2ky + k2 = a2 − 2ax + x2 + b2 − 2by + y2

⇔ −2ky + k2 = a2 − 2ax + x2 + b2 − 2by
⇔ −2ky + 2by = a2 − 2ax + x2 + b2 − k2

⇔ y(−2k + 2b) = a2 − 2ax + x2 + b2 − k2

⇔ y =
a2 − 2ax + x2 + b2 − k2

2b − 2k

⇔ y =
(a − x)2 + (b − k)(b + k)

2(b − k)

⇔ y =
(a − x)2

2(b − k)
+

(b + k)

2Lyée Sud Medo Page 6 sur 13 Lyée Montaigne



Math en Jeans 2005-20063.3.5 Analyse du résultat
b

b b

b

bDiretrie (D)

F
M

M ′F ′

S

Equation de la parable : y =
(a − x)2

2(b − k)
+

(b + k)

2

b + k

2
orrespond à l'ordonnée du milieu S de [FF ′] ave F ′ projeté orthogonal de F sur ladroite (D). Il s'agit du sommet de la parabole.

(a − x)2 est l'éloignement de M par rapport à F (mesuré au niveau de leurs absisses).
2(b − k) nous donne l'orientation de la parabole :� Si k > b alors b − k < 0 et don la parabole est roissante puis déroissante.� Si k < b alors b − k > 0 et don la parabole est déroissante puis roissante.3.3.6 Eriture du résultat selon l'ériture usuelle de l'équation d'un parabole :

y =
(a − x)2

2(b − k)
+

(b + k)

2
=

x2 − 2ax + a2

2(b − k)
+

(b + k)

2

=
1

2(b − k)
x2 −

a

(b − k)
x +

a2

2(b − k)
+

b + k

2

=
1

2(b − k)
x2 −

a

(b − k)
x +

a2 + b2 − k2

2(b − k)Soit don une ériture sous la forme y = Ax2 + Bx + C.3.3.7 Calul des oordonnées du foyer et de l'équation de la diretrie à partir del'équation y = Ax2 + Bx + COn identi�e les di�érents oe�ients intervenant dans les équations. On obtient :


























A =
1

2(b − k)

B =
−a

(b − k)

C =
a2 + b2 − k2

2(b − k)

⇔



























a =
−B

2A
B

2A
= B(b − k) (∗)

C =
a2

2(b − k)
+

b + k

2
(∗∗)L'équation (∗) donne k = b −

1

2A
et l'équation (∗∗) donne en utilisant l'égalité obtenue justeavant : b = C −

B2 − 1

4A
.Lyée Sud Medo Page 7 sur 13 Lyée Montaigne



Math en Jeans 2005-2006On a don �nalement :
a =

−B

2A
b = C −

B2 − 1

4A
k = C −

B2 + 1

4A4 BézierParallèlement à ela, nos professeurs nous ont parlé de la ourbe de Bézier, aussi nous avonssuivi ette piste.La ourbe de Bézier répond exatement aux exigenes de la problématique. En e�et, elle estdé�nie par quelques points dont seulement deux appartiennent à la ourbe. Mais surtout, ledéplaement de es points entraîne au niveau de la ourbe une modi�ation tout à fait logique,e qui en fait un outil très intuitif au niveau du dessin. Ainsi et outil est présent dans toutlogiiel de dessin vetoriel.Elle fut déouverte par Pierre Bézier (1910 - 1999), ingénieur à la régie Renault.4.1 Biographie de BézierBézier Pierre, ingénieur français a proposé des équations de ourbes paramétrables de façonvisuelle. Il a réalisé ses travaux dans le adre du développement de logiiels de CAO au sein dela régie Renault. Il est mondialement élèbre pour les ourbes qui portent son nom.Fils et petit-�ls d'ingénieurs, il a également hoisi ette profession et s'est engagé dans le génieméanique à l'Eole des Arts et Métiers de Paris, où il a reçu son dipl�me d'ingénieur en 1930.Au ours de la même année, il entra à l'Eole Supérieure d'Eletriité ( SupEle ) et obtint en1931 un seond dipl�me d'ingénieur, ette fois en életriité.Quelques 46 années plus tard, en 1977, il reevra son dotorat en mathématiques de l'Universitéde Paris.4.2 Première introdution aux ourbes de BézierOn va onsidérer un as simple : la ourbe de Bézier onstruite à partir de quatre pointsdistints A, B, C et D.La onstrution qui va suivre a seulement pour but de préiser le plus simplement possibleomment se onstruit une ourbe de Bézier. Il n'est pas ii question de dé�nir rigoureusementet objet géométrique.Soit don A, B, C et D quatre points du plan distints deux à deux. On onsidère un point M1mobile sur le segment [A;B].On onstruit le point M2 du segment [BC] tel que AM1

AB
=

BM2

BC
. Le point M2 est don situéproportionnellement à BC à la même distane de B que M1 l'est de A proportionnellement à

AB.De même, on onstruit sur le même prinipe le point M3 du segment [CD]. On obtient ainsi laon�guration suivante :

Lyée Sud Medo Page 8 sur 13 Lyée Montaigne
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b

b

b

b

b

b

b

A

B

C

D

M1

M2 M3

La onstrution se poursuit en plaant sur le segment [M1;M2] un point M12 tel que M1M12

M1M2

=

AM1

AB
.De même, on onstruit sur le segment [M2;M3] un point M23 véri�ant là enore une égalité derapport.Il reste alors à onstruire sur le segment [M12;M23] un point M4 qui véri�e lui aussi M12M4

M12M23

=

AM1

AB
. On obtient don la on�guration suivante :

b

b

b

b

b

b

b

b

bb

A

B

C

D

M1

M2

M3

M4

Lorsque le point M1 se déplae sur le segment [AB], toute la onstrution se modi�e. La ourbede Bézier est en fait le lieu que parourt le point M4 lorsque le point M1 se déplae le long dusegment [AB]. La ourbe de Bézier est e que l'on appelle un lieu géométrique.4.3 Constrution rigoureuse de la ourbe de BézierLa onstrution rigoureuse de la ourbe de Bézier fait appel à la notion de baryentre. Ondonne ii la dé�nition du baryentre de deux points A et B.Si a et B sont deux réels tels que a + b 6= 0 alors il existe un unique point G tel que
a
−→
GA + b

−−→
GB =

−→
0 . Ce point unique s'appelle le baryentre des points pondérés (A, a) et (B, b),les réels a et b étant e que l'on appelle des oe�ients de pondérations.Si a et b hangent de valeur, le baryentre lui aussi hange. Cependant, il reste toujours alignéave les points A et B.De plus, si O est un point quelonque du plan, on a (a + b)

−−→
OG = a

−→
OA + b

−−→
OB.Nous allons don reprendre la onstrution préédente en utilisant les baryentres.Lyée Sud Medo Page 9 sur 13 Lyée Montaigne
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Math en Jeans 2005-20064.3.1 Cas de la onstrution ave trois pointsSoit trois points A, B et C distints deux à deux. Soit t un nombre réel appartenant àl'intervalle [0; 1]. On onstruit le point M1 baryentre des points (A, t) et (B, 1−t). Ce baryentrea du fait du hoix des oe�ients de pondération la partiularité d'être sur le segment [AB].On onstruit de même le point M2 omme baryentre des points pondérés (B, t) et (C, 1 − t).Il reste alors à onstruire le point M3 baryentre des points pondérés (M1, t) et (M2, 1 − t).Lorsque t varie entre 0 et 1, le point M1 parourt le segment [A,B], le point M2 parourt lesegment [BC] et le point M3 parourt le segment [M1;M2]. Le lieu que parourt le point M3est la ourbe de Bézier onstruite à partir des points A, B et C.Si O est un point quelonque du plan (par exemple l'origine d'un repère), on a
(t + 1 − t)

−−−→
OM3 =

−−−→
OM3 = t

−−−→
OM1 + (1 − t)

−−−→
OM2Mais on a (t + 1 − t)

−−−→
OM1 =

−−−→
OM1 = t

−→
OA + (1 − t)

−−→
OB et −−−→OM2 = t

−−→
OB + (1 − t)

−−→
OC. Don onobtient �nalement en remplaant dans la première expression −−−→

OM1 et −−−→OM2 par leur expressionen fontion des veteurs −→OA, −−→OB et −−→OC :
−−−→
OM3 = t2

−→
OA + 2t(1 − t)

−−→
OB + (1 − t)2

−−→
OC4.3.2 Cas de la onstrution ave quatre pointsSoit quatre points A, B, C et D distints deux à deux. Soit alors t un réel de l'intervalle

[0; 1]. On introduit alors les baryentres suivants :� M1 est le baryentre de (A, t) et (B, 1 − t).� M2 est le baryentre de (B, t) et (C, 1 − t).� M3 est le baryentre de (C, t) et (D, 1 − t).� M12 est le baryentre de (M1, t) et (M2, 1 − t).� M23 est le baryentre de (M2, t) et (M3, 1 − t).� M4 est le baryentre de (M12, t) et (M23, 1 − t).La ourbe de Bézier dé�nie par les quatre points A, B, C et D est don le lieu géométriqueque parourt le point M4 lorsque t passe de 0 à 1. Comme pour le as préédent, il est possibled'obtenir une égalité vetorielle exprimant −−−→OM4 en fontion des veteurs −→OA, −−→OB, −−→OC et −−→OD.Ainsi on a :
−−−→
OM4 = t

−−−→
OM12 + (1 − t)

−−−→
OM23

= t(t
−−−→
OM1 + (1 − t)

−−−→
OM2) + (1 − t)(t

−−−→
OM2 + (1 − t)

−−−→
OM3)

= t2
−−−→
OM1 + 2t(1 − t)

−−−→
OM2 + (1 − t)2

−−−→
OM3

= t2(t
−→
OA + (1 − t)

−−→
OB) + 2t(1 − t)(t

−−→
OB + (1 − t)

−−→
OC) + (1 − t)2(t

−−→
OC + (1 − t)

−−→
OD)

−−−→
OM4 = t3

−→
OA + 3t2(1 − t)

−−→
OB + 3t(1 − t)2

−−→
OC + (1 − t)3

−−→
OD4.3.3 Généralisation et formule aratérisant une ourbe de BézierAinsi O étant un point �xe (par exemple l'origine d'un repère), dans le as d'une ourbede Bézier dé�nie à l'aide de trois points A, B, C et D, M un point du plan appartient à etteourbe si et seulement si il existe t ∈ [0; 1] tel que

−−→
OM = t2

−→
OA + 2t(1 − t)

−−→
OB + (1 − t)2

−−→
OCDans le as d'une ourbe de Bézier dé�nie à partir de quatre points A, B, C et D, un point Mappartient à ette ourbe si et seulement si il existe t ∈ [0; 1] tel que

−−→
OM = t3

−→
OA + 3t2(1 − t)

−−→
OB + 3t(1 − t)2

−−→
OC + (1 − t)3

−−→
ODIl est possible de onjeturer la formule aratérisant une ourbe de Bézier dé�nie à l'aide de npoints.Lyée Sud Medo Page 10 sur 13 Lyée Montaigne



Math en Jeans 2005-2006Ainsi, on peut reonnaître dans les deux formules préédentes les oe�ients du bin�me deNewton. En e�et, si on assimile t à a et 1−t à b, on voit apparaître une "identité remarquable" :
−−→
OM = t2

−→
OA + 2t(1 − t)

−−→
OB + (1 − t)2

−−→
OC

= a2
−→
OA + 2ab

−−→
OB + b2

−−→
OC

−−→
OM = t3

−→
OA + 3t2(1 − t)

−−→
OB + 3t(1 − t)2

−−→
OC + (1 − t)3

−−→
OD

= a3
−→
OA + 3a2b

−−→
OB + 3ab2

−−→
OC + b3

−−→
ODDès lors, on peut prévoir les di�érents oe�ients en utilisant le triangle de Pasal. Il s'agitd'une pyramide de nombres où haque nombre (à l'exeption du premier) est la somme des deuxnombres diretement au-dessus. On obtient ainsi :

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5Or on peut à l'aide d'une formule exprimer en fontion de la ligne n et de sa position dans uneligne, un nombre quelonque de e triangle de Pasal. Cette formule est :
(

n

t

)

=
n!

(n − t)!t!De e fait, on peut en déduire une formule aratérisant une ourbe de Bézier dé�nie par npoints Ai (i variant de 0 à n − 1). Cette formule est donnée i-dessous
−−−→
OMn =

n−1
∑

k=0

(

n − 1
k

)

tk(1 − t)n−1−k
−−→
OAk4.4 Démonstration par réurrene de l'expression de la ourbe de BézierLa ourbe de Bézier est don un ensemble de points. Ces points sont en fait les points Mndé�nis par la relation suivante lorsque t varie entre 0 et 1 :

Pn :
−−−→
OMn =

n−1
∑

k=0

(

n − 1
k

)

tk(1 − t)n−1−k
−−→
OAkCette relation dé�nie don une ourbe de Bézier onstruite ave n points.On pose pour les besoins de la démonstration b = t et a = 1 − t.4.4.1 InitialisationPour trois points A0, A1 et A2 non alignés omme vu dans l'exemple, on a

−−−→
OM3 =

(

2
0

)

a2
−−→
OA0 +

(

2
1

)

ab
−−→
OA1 +

(

2
2

)

b2
−−→
OA2

= (1 − t)2
−−→
OA0 + 2t(1 − t)

−−→
OA1 + t2

−−→
OA2Le résultat est identique à elui trouvé dans l'exemple sans formule don P3 est vraie.Lyée Sud Medo Page 11 sur 13 Lyée Montaigne
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Math en Jeans 2005-20064.4.2 HéréditéOn suppose qu'il existe n ≥ 3 tel que Pn soit vraie, on va alors démontrer que Pn+1 est vraieaussi. On réalise pour ela la onstrution suivante :
b b

b

b

b

b

bMn Nn

A0

A1
An−1

An

Mn+1

........

Don on a :
−−−→
OMn =

(

n − 1
0

)

an−1
−−→
OA0 +

(

n − 1
1

)

an−2b
−−→
OA1

+.... +

(

n − 1
k

)

an−1−kbk
−−→
OAk

+.... +

(

n − 1
n − 1

)

bn−1
−−−−→
OAn−1 + ⊘

−−→
ONn = ⊘ +

(

n − 1
0

)

an−1
−−→
OA1

+.... +

(

n − 1
k − 1

)

an−kbk−1
−−→
OAk

+.... +

(

n − 1
n − 2

)

bn−2a
−−−−→
OAn−1 +

(

n − 1
n − 1

)

bn−1
−−→
OAnOn alule don −−−−−→

OMn+1 en faisant le baryentre de Mn et Nn respetivement a�etés desoe�ients a et b.
a
−−−→
OMn =

(

n − 1
0

)

an
−−→
OA0 +

(

n − 1
1

)

an−1b
−−→
OA1

+.... +

(

n − 1
k

)

an−kbk
−−→
OAk

+.... +

(

n − 1
n − 1

)

abn−1
−−−−→
OAn−1 + ⊘

b
−−→
ONn = ⊘ +

(

n − 1
0

)

an−1b
−−→
OA1

+.... +

(

n − 1
k − 1

)

an−kbk
−−→
OAk

+.... +

(

n − 1
n − 2

)

bn−1a
−−−−→
OAn−1 +

(

n − 1
n − 1

)

bn
−−→
OAnEn additionnant termes à termes les deux égalités préédentes, on obtient :

−−−−−→
OMn+1 = a

−−−→
OMn + b

−−→
ONn

=

(

n

0

)

an
−−→
OA0 +

[(

n − 1
1

)

+

(

n − 1
0

)]

an−1b
−−→
OA1

+.... +

[(

n − 1
k − 1

)

+

(

n − 1
k

)]

an−kbk
−−→
OAk + .... +

(

n − 1
n − 1

)

bn
−−→
OAnLyée Sud Medo Page 12 sur 13 Lyée Montaigne
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−−−−−→
OMn+1 =

(

n

0

)

an
−−→
OA0 +

(

n

1

)

an−1b
−−→
OA1 + .... +

(

n

k

)

an−kbk
−−→
OAk + .... +

(

n

n

)

bn
−−→
OAnCe qui s'érit

−−−−−→
OMn+1 =

n
∑

k=0

(

n

k

)

an−kbk
−−→
OAkdon Pn+1 est vraie.4.4.3 ConlusionOn vient don de démontrer à l'aide d'un raisonnement par réurrene que pour tout n ∈ N

∗,on a :
−−−→
OMn =

n−1
∑

k=0

(

n − 1
k

)

an−1−kbk
−−→
OAk

=

n−1
∑

k=0

(

n − 1
k

)

(1 − t)n−1−ktk
−−→
OAk4.4.4 Annexe à la Démonstration par réurrenePreuve de (

n − 1
p − 1

)

+

(

n − 1
p

)

=

(

n

p

) :
(

n − 1
p − 1

)

+

(

n − 1
p

)

=
(n − 1)!

(p − 1)!(n − p)!
+

(n − 1)!

p!(n − 1 − p)!Or (p − 1)!(n − p)! = (p − 1)!(n − 1 − p)!(n − p) et p!(n − 1 − p)! = (p − 1)!(n − 1 − p)!p don
(

n − 1
p − 1

)

+

(

n − 1
p

)

=
(n − 1)!p + (n − 1)!(n − p)

(p − 1)!(n − 1 − p)!(n − p)p

=
(n − 1)!n

p!(n − p)!

=

(

n

p

)5 ConlusionAinsi don, les ourbes permettent de répondre d'une faon très satisfaisante à la problé-matique posée. C'est l'origine de leur sués puisque elles-i se retrouvent implémentées dansde très nombreux outils (logiiel de dessin vetoriel mais aussi logiiel de CAO). La démarhepeut aussi se généraliser à l'espae ave des surfaes dé�nies sur le même prinipe. Il s'agit deCarreaux de Bézier ou Path de Bézier.
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